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第 一 章 


素数 定理 的 历史 


本 章 主要 介绍 素数 定理 证 明 的 发 展 史 ， 并 同时 介绍 本 书 
的 内 容 安排 ( 见 §2)， 在 81 及 $8 中 分 别 介绍 本 书 中 常用 的 
符号 O 和 冬 , 以 及 数论 函数 [w]. 


$1 符号 OO 及 反 


本 书 中 经 常 要 使 用 符号 0( 读 作 “ 大 欧 ”) 及 < 安 ( 读 作 “ 小 于 
小 于 ”), 前 者 是 .Landau 引进 的 , 后 者 是 H. M. BaxorpanoB 
引进 的 ， 它 们 的 意义 是 相同 的 , 但 在 使 用 中 各 有 优点 . 

定义 1 设 . 妈 是 给 定 的 一 个 实数 集合 ，jf(o) 是 定义 在 
-HN 上 的 复 值 函数 ,由 (四 是 定义 在 .MN 上 的 正 值 函数 .如果 存 
在 一 个 与 变数 zw 无 关 的 常数 4, 使 得 
(GD Lo)1<44(o)，oE-A 
那 末 就 记 作 ， 
(2) foO=O(G(o)) 或 f=0($)，wE.N, 

或 : 

(8) f(D <p(lw) 或 F<$, rEANM, | 

常数 4 称 为 符号 0( 或 妇 ) 所 包含 的 常数 ， 简 称 0( 或 <) 常 
数 . 

显然 ， 这 两 个 符号 是 不 等 式 的 缩写 ， 当 $(w) ==1 时 ， 这 
两 个 符号 表明 |f(z) | 在 集合 . 上 有 界 . 一 般 说 来 ， 这 表明 

. a 


了 |f (2)| 在 集合 . 上 的 数量 阶 不 超过 多 (wo) 的 数量 阶 、 例 
如 : 


(4) sin(as+b) =O0(D), sin(as+2) <1, 
— co<s<+o0. 
(6) sino-0(|z|), sinw<|s|, Jo|<#. 


(6) 1-cosw-0(0’), 1—0082w ,|d|< 走 . 
设 5>a>0, 则 有 : : 
(7) w=0(0), om, wl 
(8) O00), Emr, 0O0<r<1. 
w . 1 
(9) D0 ls)), wT <!?|; iz|< 忆 . 
化 加 i oo ;1 
(10) TaD -0 ( 全 二 Ts ); CE EC DE 
1 一 41|< 计 ,2 z 


z o 1 人 1 

WD pr (Er) Gn <ET 
jp-4| 之 于 

最 后 三 个 例子 表明 , 同一 个 函数 在 不 同 的 集合 上 (实际 上 是 在 

不 同 的 点 附近 : 2 一 0, 一 二 zx 一 co), 它 的 数量 阶 是 不 同 的 . 所 

以 ， 可 以 说 这 两 个 符号 是 用 来 刻 划 函 数 在 一 个 点 的 邻近 的 变 

化 的 数量 阶 的 (包括 有 界 、 无 界 .无 穷 小 .无 穷 大 ). 

对 任意 固定 的 正 数 5, 有 


(12) w=0(%), Iz|>6, 
因为 可 取 4=1/5、 但 是 
(18) | “=O0(w), |z| <1, 


es 和 = 


不 成 立 ， 这 是 因为 在 wz 一 0 处 ，z* 是 二 阶 光 穷 小 , 而 = 只 是 一 
阶 无 窃 小 ， 这 例子 也 表明 常数 4 和 所 考虑 的 定义 域 . 妈 是 有 
关 的 . 

有 时 候 函 数 f(%) 可 依赖 于 某 一 参数 入 (或 几 个 参数 ), 这 
时 常数 4 可 能 依赖 于 参数 入， 也 可 能 不 依赖 于 参数 入 有 时 
这 一 点 必须 明确 指出 ， 例 如 : 式 (4 中 的 例子 ， 函 数 依赖 于 两 
个 参数 5 和 5， 但 常数 4 可 到 作 工 而 与 参数 无 关 。 但 若 考 虑 
sin gw, ~<a<o, 我 们 有 


(14) sin az 一 0O(lzl)， [zl<, 


这 时 可 取 4= 1a|, 但 不 能 到 4 为 某 一 常数 ， 这 时 ， 我 们 就 说 
式 (14) 中 的 0O 常数 与 参数 和 有 关 。 但 若 取 %Ge) 一 [az|, 则 
sin aw =O(|az|) 
中 的 O 常数 就 与 参数 无关， 
符号 0 和 < 安 有 两 个 简单 有 用 的 运算 法 则 . 设 
(15) 六 (一 OO) fm) Pim), tEAM, 
及 
(16) foa(%) =0(@2(2)), fl2) ps), EN, 
则 有 , 
17) fw) +fal) =O0Cpi(w) + palt)), 2 EN, 
(17) f1(%) tfa(w) Kpr(v) + pale), ENM, 
及 
(18) fi(®) ja(o 一 0Cdi(o)ta(o))，zE. 
(18) fm) fa(o) Cpt) Paw), TEM. 
以 上 证 明 留 给 读者 .在 作 这 些 运算 时 ,不 难 发 现 符 号 
“&" 用 起 来 要 比 符号 “0” 方便 ， 因为 这 类 似 于 不 等 式 的 运算 
法 则 .下面 举例 说 明 其 应 用 . 


4 四 


由 式 (5)、(6) 和 (8)， 利用 法 则 (77) 可 得 
(19) ee 一 工 
= (cosm—1)-tisinw z+ zl [zl+ lzl|zl, 
lz| < 到. 
由 式 (7) ,利用 法 则 (17)', 可 得 
(20) tr 十 lp 十 十 Ci 十 Co . 
< 饼 jzj" 十 12 十 … 十 | 十 十 
< 鲜 |zl" 十 |zl" 十 … 十 1cj "一 中 z < 和 zl 


|o| =i, 
这 里 的 饼 常数 和 系数 90S6<n) 及 次 数 有 关 ， 
由 式 (20) 可 得 
1w" 十 bm_iz” 1 十 … 十 biw 十 bo| 宇 |z|”"” 一 4|z1"- 
|%|>1, 


其 中 常数 4 和 系数 5; 及 次 数 m 有 关 ， 所 以 当 |w| 充分 大 时 ， 
即 |z| 宇 wo 一 wo(4) 时 ,有 
|om 十 mao 十 十 Do 十 io 村 jj"，|z|>a 
这 样 就 证 明了 
(21) 《cm 十 2 dm 十. “+biwt+60) 福 |7| 
|z| >%o. 
由 式 (20) 及 ( 红 1), 利 用 法 则 (18)"', 即 得 


(22) rl tet 十 Oi 十 dio 
vw 十 bm_iC" 二 018 二 bo 


这 里 我 们 可 以 取 wo 和 这 两 个 多 项 式 的 系数 和 次 数 有 关 ， 而 
妇 常数 和 这 些 参数 无 关 . (为 什么 ? ) z 

在 数论 中 , 我 们 往往 并 不 需要 知道 一 个 函数 的 精确 性 状 ， 
而 只 要 知道 它 的 数量 阶 是 否 不 超过 某 一 简单 函数 的 数量 阶 . 


s 和 。 


«|z|"", |z|>%0. 


因此 , 以 上 例子 表明 符号 O 及 安 在 数 论 中 是 十 分 有 用 的 . 
符号 O 的 一 个 优点 是 ; 我 们 可 单独 用 OC(g$ (wm)) 来 代表 茶 
一 个 不 需要 (或 不 可 能 ) 明确 指出 的 函数 f(z), 它 满足 了 (2%) 一 
OC($ (zw))， 这 一 点 用 符号 二 是 不 适宜 的 ， 关 于 这 种 用 法 , 我 
们 将 在 以 后 用 到 时 指出 . 
最 后 , 我 们 举 几 个 与 素数 定理 的 误差 项 估计 有 关 的 例子 ， 
由 不 等 式 
wer (2>0), 


可 得 
(28) . mo<( 二 ) oe, vw>0, o>0, o>0, 
所 以 , 对 任意 实数 eo>0, 5 二 0, 有 
(24) | xc 一 Ofes)] ， vw>0, 
这 里 可 取 .4= (ec/5)"， 令 8 一 Iny 可 得 
(25) (In)°=0(%), y>1. 
在 式 (24) 中 令 w 二 (my)*, 0< 和 一 二 则 有 
(26) (Iny)*~O(en), ygy>1. 
即 对 任意 正 数 8>0, 5>>0, 0< 入 <<1, 有 
(27) (me 一 De y>1, 


其 中 0 〇 常数 和 50， 5, 入 有 关 . 

此 外 , 容易 证 明 ( 留 给 读者 ): 对 任意 的 到 >0,.0< 和 < 及 
G>>0, 有 
(28) Cat(ln4 一 一 OA)， y>1. 

本 书 中 还 将 用 到 分 析 中 的 两 个 常用 符号 : o( 读 作 “ 小 欧 ”) 
及 ~( 读 作 “ 等 价 于 ”). 它们 是 用 来 比较 无 穷 小 及 无 穷 大 的 阶 
(或 级 ) 的 ， 关 于 它们 的 定义 和 用 法 在 所 有 数学 分 析 教 科 书 中 
均 能 找到 , 例如 可 参看 【( 数 ] 第 二 章 § 8， 或 [ 乱 ] 第 60~~65 款 . 

5。 


$2 素数 定理 的 历史 


人 案 数 的 基本 性 质 ”一 个 大 于 工 的 整数 ， 除 了 工 和 它 本 身 
以 外 不 能 被 其 它 正 整 数 整 除 , 就 称 为 素数 ,也 叫做 质数 . 通常 
用 字母 p, 9 等 表示 ， 例 如 ,2, 38, 5, 7， i141, 18, 17，… 都 是 素 
数 . 设 xz 之 1， 我 们 以 (wo 表示 不 超过 的 素数 的 个 数 . 不 
难 算出 
(1) Tw)=0 (vr<2), 

wb) =83, m10)=4, w(50) =15. 

素数 的 最 重要 最 基本 的 性 质 就 是 刻 划 正 整 数 和 素数 之 间 
关系 的 算术 基本 定理 *( 见 第 二 章 § 2 的 引 理 1), 每 个 大 于 工 
的 整数 4 可 以 唯一 的 表 为 
(2) 一 9 和 9 条 987r， 
其 中 gi 为 素数 ,qi 二 qs 一 … 二 gy; 整数 >0. 
”利用 算术 基本 定理 ，L. Baler 证 明了 一 个 著名 的 恒 等 

式 : 对 实数 s>1, 有 
1 1 \-1 

(3) p> 了 ww); 
其 中 IT 表 展 布 在 全 体察 数 上 的 乘积 ( 见 第 三 章 84 引 理 了。 
这 一 恒等式 实质 上 是 算术 基本 定理 的 一 个 解析 等 价 形式 、 通 
过 它 把 我 位 所 不 了 解 的 束 数 和 我 们 极其 熟悉 的 自然 数 以 非常 
明确 的 解析 形式 联系 起 来 了 . 

对 素数 分 布 状况 的 研究 是 数论 的 一 个 重要 组 成 部 份 ， 它 
的 一 个 中 心 问题 就 是 研究 函数 zm(%) 的 性 质 . 还 有 一 个 著名 问 
题 ， 就 是 所 谓 "“ 挛 生 素 数 猜想 ”， 存在 元 穷 多 个 素数 p, 使 得 

9 Ruetid 的 4 几何 原本 > 第 九 篇 中 的 命题 14 即 是 这 一 定理 . 
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Pp 了 +2 亦 为 素数 , 这 一 猜想 至 今 尚 未 解决 . 

Euclid 的 名 著 « 几 何 原本 > 第 九 篇 的 命题 20 证 明了 : 素 
数 的 数目 比 任 何 指定 的 数目 都 要 多 , 即 素 数 有 无穷 多 个 ( 见 第 
二 章 $ 1 的 定理 4). 


(4) lim rw) 一 十 ceo. 
这 样 , 把 全 体 素数 按 大 小 排列 就 得 到 一 个 无 穷 叙 列 
(5) . 2 =p p<Ppa PD 


后 来 发 现在 全 体 正 整数 中 素数 仅 占 很 少 一 部 份 。 这 就 是 
Euler 和 A. M. Legendre 提出 和 证 明 的 下 面 的 结果 ( 见 第 二 
章 $8 8 定理 1). 

(6) lim 亚 42) 一 0. 


什么 是 素数 定理 ”大 家 知道 ， 利 用 古老 的 Eratosthenes 
第 法 , 我 们 可 以 对 很 大 的 > 求 出 所 有 不 超过 2 的 素数 , 因而 也 
求 出 了 w(w) 的 值 。 但 是 ， 人 们 始终 得 不 到 一 个 表示 w(%) 的 
明确 的 公式 或 渐 近 公式 .为 此 , 编制 了 许多 素数 表 ”, 希望 从 
这 些 经 验 数据 中 能 得 到 一 些 启 示 , 发 现 某 种 规律 . 

1800 年 左右 ， 根 据 数 值 计算 Legendre 提出 了 一 个 令 人 
惊奇 的 精确 的 渐 近 公式 : 


化 
(WD) mW 一 去 52T08566 (一 十 c9)， 


1849 年 , 了. Gauss 在 给 Encke 的 一 封 信 中 说 ， 他 在 1792 至 
1793 年 闻 通 过 考察 在 以 一 千 个 相 邻 整数 为 一 段 中 的 素数 个 
数 ,发现 对 于 大 的 值 > 素数 的 “平均 分 布 密度 ”应 是 1/Inw, 因 
而 提出 : 


% 一 本 很 好 的 索 数 表 是 DD. 五. Lehmer 编制 的 List of Prime Numbers 
from 1 to 10, 000, 671, Carnegie Inst. Publ. 165, Washington, 1914. 


。7 。 


(8) TT)~Liw (zc 一 > 十 co)， 


其 中 

(9) Li w=— 1 

称 为 对 数 积 分 ( 见 第 三 章 $1(23) 式 和 C2 多 式 )， 有 时 以 
Go) io 到 人， + 


来 代替 Liz。 两 者 仅 差 一 常数 12 一 1.04…。 容 易 证 明 : 对 任 
意 实 数 6, 有 


过 化 。 
(DW hora moe? C7?+%), 


所 以 渐 近 公式 (7) 和 (8) 基本 上 是 一 样 的 ， 不 过 以 后 将 看 到 
Gauss 的 猜测 更 为 深刻 ( 见 后 面 的 (30) 至 (83) 式 ). 我 们 把 命题 


(12) mn)~ (o> +o0), 


或 式 (8) 称 为 素数 定理 ， 有 时 这 也 叫做 不 带 余 项 估计 的 素数 
定理 . 


令 
(18) BR(2) =5(%) — Liw. 
素数 定理 就 是 要 证 明 
(14) R(z) ~o0 (2-), (2 —> +o0). 


如 果 对 2 ) 的 阶 作出 更 精确 的 估计 ， 就 称 为 带 余 项 估计 的 素 
数 定 理 . 
从 下 面 表 1? 所 列 出 的 数据 ， 可 清楚 地 看 出 素数 定理 的 
合理 性 , 以 及 Gauss 的 猜测 更 为 精确 . 
%， 表 中 的 于 及 liz 的 值 均 为 取 整 的 近似 值 。 它 们 和 w(z) 的 比值 亦 为 


I 


近似 值 ， 


m(z) -7 lig wo)in 区 人 2 
1000 168 145 178 1.16 0.94 
10000 1229 1086 . 1246 1.13 0.98 
50000 5133 46931 5167 1.11 0.993 
100000 9592 8686 9630 1.10 0.996 
500000 41538 38103 41606 1.090 0.998 
1000000 78498 72382 78628 1.084 0.998 
2000000 148933 137848 149055 1.080 0.9991 
5000000 348513 334149 348638 1.075 0.9996 
10000000 664579 620417 664918 1.071 0.9994 


de6bues 的 贡献 ”首先 对 素数 定理 的 研究 作出 了 极为 重 
要 贡献 的 是 I. 工 de6namrep. 在 1852 年 左右 ， 他 证 明了 存在 
两 个 正常 数 Ox 与 0，, 使 不 等 式 ( 见 第 二 章 $4 定理 1) 


(15) Os rw) <0, 让 (>2) 


成 立 , 并 相当 精确 的 定 出 了 04 与 0 的 数值 . 这 称 为 QeGaten 
不 等 式 ， 他 还 证 明了 (参见 第 三 章 8 8 定理 1) 


(16) lim wt)Ins 1 lim TDIno 
ToT 好 d+ 少 
由 此 就 可 推出 ( 见 第 三 章 § 3 推论 2); 极限 
lim mv) nso 
Ee ce 化 


车 存在 , 则 必 为 4， 这 也 就 是 说 , 如 果 当 ww-> +co 时 ,w(z) 有 
渐 近 公 式 , 则 必 为 (12) 式 . 

de6mmes 的 重要 贡献 还 在 于 他 为 了 研究 素数 定理 而 引 
进 了 两 个 重要 的 函数 
(17)- 0(%) 一 之 王 p, 


(18) $=D AG), 


其 中 A(n) 是 Mangoldt 函数 ， 
In 2， —p', Ll>1 
4rto Ke 


这 两 个 函数 称 为 Te6purep 函数 ， 这 两 个 函数 和 ww(z) 之 间 有 
十 分 密切 的 关系 ( 见 第 二 章 35 定理 1 及 第 三 章 $1 定 理 2)， 


他 证 明了 素数 定理 (了 2) 等 价 于 命题 . 
(19) (zw (vw>+o0), 
或 

(20) pmp (w+o0), 
而 对 余 项 (2) 的 研究 可 转化 为 对 余 项 
(21) Ri(%)=0(%)—%, 
(22) Rao) -小 Co) 一 
的 研 完 . - 


引进 这 两 个 函数 ， 特 别 是 引进 风 (z) 的 好 处 在 于 : 由 算术 
基本 定理 可 推出 水 (z) 的 下 述 重要 性 质 ( 见 第 二 章 87 定 理 
1 
eg。 玉 ( 的 - 习 ms 
这 样 , 把 一 个 性 状 很 不 清楚 的 函数 网 (o) 和 我 们 十 分 熟悉 的 对 
数 函 数 之 间 建 立 了 一 个 十 分 简单 的 联系 ， 这 个 关系 式 的 重要 
性 可 从 下 面 的 事实 看 出 ， 从 它 可 以 证 明 9e6mmes 不 等 式 
(15), 下 面 的 Mertens 的 素数 分 布 公 式 (2 人 多、(25)、(26) 以 
及 Selberg 不 等 式 (89). . 因此， 素数 定理 的 Belberg-Erd6g 
的 初等 证 明 ( 见 第 五 章 ) 的 基础 也 是 这 一 关系 式 ， 

在 deO0stumes 工作 的 基础 上 ，1874 年 左右 F. Mertens 证 
。10。 


明了 有 关 素 数 平均 分 布 的 三 个 重要 结果 《〈 见 第 三 章 823 定 理 
1 定理 2 定理 3 及 $5 定理 1). 


(24) 3 A Ins+0(D), 


和 


(25) 六 二- Inothit+0 (二 
00) 了 (5)- 和 + O(a) 

以 上 介绍 了 在 素数 定理 证 明之 前 ， 关 于 素数 分 布 方面 取 
得 的 主要 成 果 ， 为 证 明 素 数 定理 奠定 了 必要 的 数论 方面 的 基 

寓 ( 人 参看 Eandaa[L $ $1, 2, 4, 6, 7，, 12~28] ), 本 书 第 二 、 

三 章 就 是 讨论 这 些 结果 . 

为 了 证 明 素数 定理 ， 除了 命题 (19) 及 (20) 外 ， 还 得 到 了 其 
它 许多 与 它 等 价 的 命题 ， 这 些 命题 本 身 也 是 十 分 重要 和 有 趣 
的 ， 这 样 , 素数 定理 也 就 转化 为 证 明 这 些 命题 , 这 也 是 素数 定 
理 有 如 此 之 多 的 证 明 的 原因 ， 第 四 章 及 第 九 章 85 介 绍 了 儿 
个 重要 的 等 价 命题 (参看 Landau[l, 第 2 卷 ]， Ayoub[!, 第 
2 章 ] ). 

Riemann 的 重山 1859 年 ， B. Riemann 发 表 了 题 为 
“ 论 不 超过 一 个 给 定 值 的 素数 个 数 ” 的 著名 论文 ([ 了 )， 这 也 
是 他 唯一 的 一 篇 研究 数论 的 论文 。 他 把 Euler 恒等式 (3) 作 
为 研究 的 出 发 点 ， 把 这 恒等式 左边 的 级 数 记 作 人 (s) 
是 现在 所 说 的 Riomann < 函数 .一 个 重要 的 不 向 是 ; 他 把 s 
看 作为 复 变数 , Euler 恒等式 对 复 变 数 s 当 Res>>1 时 也 成 立 
( 见 第 八 章 $ 1 定理 2)， 他 对 复 变 函数 


(27) (8s) =: > 三， Re s>1, 
作 了 深刻 系统 的 研究 ， 证 明 ( 有 的 是 不 严格 的 ) 了 许多 重要 结 
ss li 


果 , 特 别 是 得 到 了 一 个 与 5s) 的 零点 有 关 的 玫 示 素数 个 数 m(z) 
的 公式 。 他 的 研究 表明 , 研究 素数 分 布 的 关键 在 于 进一步 探 
讨 复 变 函数 59， 特别 是 它 的 零点 的 性 质 Riemann 的 那些 
证 明 不 严 的 结果 后 来 由 J. Hadamard 和 H. von Mangoldt 
给 出 了 严格 的 证 明 .《 (Cs) 的 一 些 基 本 性 质 有 . 它 可 以 解析 开 
拓 到 全 平面 , 仅 在 s=i 有 一 个 一 级 极点 , 留 数 为 1; 它 有 无 穷 
多 个 实 部 关 0 的 零点 ， 且 这 些 零点 都 是 位 于 长 条 0<Re s<1 
中 的 复 零 后; 一 2 一 出 一 6 …， 一 2n，… 是 它 仅 有 的 实 部 
<0 的 零点 ， 且 均 为 一 级 零点 。 Riemann 猜测 所 有 实 部 郑 0 


的 零点 都 在 直线 Res 一 于 上 , 这 就 是 至 今 未 解决 的 著名 的 


Riemann 猜想 (以 上 内 容 参 见 华罗庚 : [3]8 17, 8 18). 
我 们 将 要 证 明 ( 见 第 八 章 81(17) 式 ) 
(28) -一 SA, Res>1. 
由 于 eGsmes 对 其 所 引进 的 函数 小 (z) 的 研究 ， 从 上 式 也 可 
清楚 看 出 有 可 能 利用 函数 5(s) 来 研究 素数 定理 . 
Hadamard 和 de la Vallée Poussin 的 贡献 正 是 
沿 着 Riemann 指出 的 方向 , 利用 高 深 的 整 函数 理论 , 在 1896 
年 Hadamard([11) 和 de la Vallée Poussin([1]) 几 乎 同时 
独立 证 明了 素数 定理 (12)， 证 明 的 关键 之 点 是 证 明了 ， 
(29) C(t+ 计 ) 夫 0， 一 oo0<t 二 十 oo0., 
后 来 , de la Vallée Poussin ([2]Y 于 1900 年 证 明了 带 余 项 的 
素数 定理 : 
(30) mw)—Liw+O(lvexp(— Os ~、V Ins)), 
或 等 价 地 有 . 
(81) 出 (2) =s+O( exp(— Os V Inw)), 
。13 。 


其 中 Os、O4 为 两 个 常数 . 

Landau ([4]) 不 用 整 函数 理论 ， 但 仍 用 较 高 深 的 单 复 变 
函数 论 知 识 , 给 出 了 (80) 式 (或 (31) 式 ) 的 一 个 新 证 明 .。 在 此 
之 前 ，Littlewood( [11) 宣 布 利用 估计 Weyl 指数 和 ”的 方法 
可 把 式 (80) 改 进 为 
(82) ww(o) =Liw+O(vexp(—Os mmzlninz))， 
利用 Landau 的 方法 及 互 . M. Baaorpazop 估计 Weyl 指数 和 
的 方法 ,不断 改进 了 素数 定理 的 余 项 估计 (网 dynakoB: [1]， 
[2]，[8]; Titehmarsh. [1]; 华 罗 康 ; [1]; H. MBzaorparoB: 
[13; 华 罗 此 和 匡 方 ，[1]; Kapany6a，[1, 第 六 章 ]; Walfisz: 
[1]), 旧 前 最 好 的 结果 是 
(83) wlw)—=Livz+O(wexp(Oe mn vw (Inin 加 

最 后 , 应 该 指出 ， 在 Riemann 猜想 成 立 的 假定 下 ， von 
Koch ([11) 早 在 1901 年 证 明了 
(84) jo) Liw tO(w? Inw). 

而 另 一 方面 ，Littlewood([2] ) 于 1914 年 证 明了 ， 存 在 一 个 
正常 数 Or 使 得 有 无 穷 多 个 w, 使 

(85) wo) liw>O(v InInlins)/Ing 

以 及 存在 无 穷 多 个 w, 使 

(86) r(o 一 Ho< 一 Or(oInlnlno)/lnmw 

这 表明 素数 定理 的 误差 项 的 变化 是 十 分 不 规则 的 ， 它 的 阶 估 
计 是 不 会 低 于 硫 /ln ze 的, 这 一 问题 的 研究 至 今 尚未 解决 . 

以 上 结果 都 是 用 高 深 的 方法 得 到 的 ， 不 属于 初等 证 明 的 
范围 , 我 们 仅 作 简略 的 介绍 , 本 书 也 不 讨论 这 些 方法 和 结果 . 

*) 关于 Weyl 指数 和 参看 华罗庚 ; [3] 第 二 章 。 
e。 1193 。 


初等 的 复 变 函数 论 的 证 明 自从 Hadamard 和 de la 
Vallée Poussin 证 明了 素数 定理 之 后 ， 人们 一 直 在 寻求 一 个 
较为 简单 的 证 明 。 这 方面 有 Landau ([1] 8 66，[2]，[8])， 
Hardy-Littiewood 〈[2]，f[9]) 等 人 的 工作 . 这 种 类 型 的 证 
明 要 用 到 的 知识 是 ; 复 变 函 数论 的 dauchy 积分 定理 ; 把 6(s) 
解析 开拓 到 Res>0《“(L 十 动 ) 关 0 5(S) 在 半 平 面 Res>1 上 的 
有 关 阶 估计 ; 以 及 某 种 类 型 的 Tauber 型 定理 (为 了 建立 素数 
定理 的 等 价 命题 , 而 这 种 命题 较 易 证 明 )， 本 书 第 十 一 ,十 二 
章 就 给 出 了 两 个 这 种 类 型 的 证 明 ， 第 八 章 讨论 了 所 需要 的 《 
函数 的 性 质 , 第 九 章 的 $1 及 $2 给 出 了 相应 的 Tauber 型 定 ， 
理 . 应 该 指出 的 是 ; 用 到 的 < 函数 的 阶 估计 的 结果 愈 弱 , 则 需 
要 的 Tauber 型 定理 就 您 强 . 

直到 最 近 用 这 种 方法 仅 能 证 明 不 带 余 项 的 素数 定理 ， 
1981 年 ，0iYek([ 直 ) 利 用 第 十 一 章 的 证 明 方法 ， 结 合 熟 知 的 
Fourier 变换 的 性 质 ( 见 第 十 一 章 $ 8), 很 容易 的 证 明了 如 下 
形式 的 带 余 项 估计 的 素数 定理 . 

”对 任意 正 数 4> 荆 有 

(37) TT) =Livw+O(l(r (In wo) 4) 
《 见 第 十 一 章 $5 定理 1)， 这 一 定理 最 初 是 由 Wirsing([ 匡 ， 
[2]) 和 Bombieri([1]，[2]) 用 很 复杂 的 初等 方法 得 到 的 . 

Wiener 的 贡献 ”以 上 的 证 明 都 需要 用 到 Qauohy 积分 
定理 和 较 多 的 6(s) 的 性 质 、 Wiener([1]，[2]) 首先 利用 他 
的 一 般 形 式 的 Tauber 型 定理 ( 见 第 十 四 童 $1 定 理 2), 不 用 
Cauohy 定理 ， 以 及 仅 需 要 性 质 5(1+ 色 天 0 (不 需要 任何 阶 
的 信 计 ), 证 明了 素数 定理 .由 于 他 的 工作 使 人 们 看 到 素数 定 
理 实 质 上 等 价 于 
(88) tll+i) *0, 


。 i144。 


(必要 性 的 证 明 见 第 十 章 32 定 理 1)， 由 于 这 里 不 需要 
Cauehy 定理 ， 所 以 实质 上 是 给 出 了 一 个 实 分 析 的 证 明 .， 应 
该 指出 , 这 里 用 到 了 实 变 函数 论 和 忆 空间 中 的 Fourier 变换 
〈 见 第 十 三 章 ) 等 很 深刻 的 实 分 析 知 识 . 

他 的 证 明 后 来 为 Ikehara([1])、 Boshner([1]1)、 Landau 
《[51) 和 Ingham(〈fH) 等 人 所 简化 和 改进 ， 本 书 将 给 出 
Ikehara 的 证 明 ( 见 第 九 章 $4 定理 1 及 第 十 章 ) 以 及 Ingham 
的 证 明 ( 见 第 十 四 章 § 2 定理 1). 利用 焉 ehara 的 方法 , Ciek 
《[H) 也 证 明了 形 如 (37) 的 素数 定理 ， 

十 分 有 趣 的 是 Qerig([ 上 > 仅 利 用 4s) 在 半 平 面 Res>1 
内 的 性 质 及 简单 的 调和 分 析 结 果 , 证 明了 对 任意 的 s>0, 有 


Tz) =Liv+O(C( In 2 


Seiberg- 了 rduis 的 贡献 ” 素 素数 定理 的 证 明 一 定 要 用 到 
2 函数 以 及 较 深 的 分 析 工 具 , 这 一 观点 由 于 Wiener 的 工作 ， 
更 使 人 深信 不 疑 了 .， 因 为, 既然 素数 定理 实质 上 等 价 于 一 个 
复 变 函数 5(s) 的 性 质 (88)， 而 且 证 明 又 都 是 那样 不 简单 ， 所 
以 从 理论 的 逻辑 结构 上 来 说 , 要 去 寻找 一 个 不 用 《 函数 ,不 用 
分 析 工 具 ( 或 具 用 很 少 的 微 积分 ) 的 初等 证 明 ， 看 来 十 有 八 九 
是 不 可 能 的 .这 种 观点 为 很 多 数学 家 所 接受 . 早 在 1921 年， 
著名 数学 家 GQ. HH. Hardy 在 哥本哈根 数学 会 发 表 的 演讲 中 
有 一 段 话 集 中 反映 了 这 种 看 法 . :我 们 把 这 段 话 的 原文 摘录 如 
下 : . 

“No elementary proof of the prime number theorem 
is known, and one may ask whether it is reasonable to 
expeoct one. Now we Know that the theorem is roughly 
equivalent to a theorem about an analytic function, the 


。 15 。 


theorem that Riemann’s zeta fnofion has no roots on a 
certain line. A proof of such a theorem, not fundamentally 
dependent upon the ideag of the theory of funotions, Seems 
tip me extraordinarily unlikely,. It is rash to assert that a 
mathematiocal theorem cannot be proved in a barticujar 
way; but one thing seems quite clear. We have certain 
Views about the logioc of the theory: we think that some 
theorems, ag we Say ‘lie deep’ and others nearer to the 
Surface. If anyone produceg an elementary proof of the 
prime number theorem, he will show that these views 
are wrong, that the subject does not hang together in the 
Way we have supposed, and that it is 位 me for the books 
to be cast aside and for the theory to be rewritten.” 

Hardy 于 1947 年 去 世 了 ， 可 是 就 在 两 年 之 后 ， 年 轻 的 
数学 家 Selberg ([1]) 和 Erd6s([1]) 就 给 出 了 这 样 的 证 明 ! 他 
们 的 证 明 竟 是 这 样 的 初等 ， 除 了 需要 er*，Inw 等 超越 函数 的 
简单 性 质 外 中 ,不 需要 任何 微分 与 积分 的 知识 .当然 , 他 们 的 
证 明 是 十 分 复杂 的 .看 来 ,一 个 困难 的 问题 ,不 管用 什么 方法 
解决 , 其 解法 总 是 困难 的 .他 们 的 证 明 途 径 昌 有 不 同 , 但 证 明 
的 基础 都 是 Selberg 的 著 名 不 等 式 (也 称 恒等式 ); 


《39 ) Sinp+ > InnlIng=2w1In¢%+O(), 
四 志 刷 Pq < 
其 中 p, 9 是 素 变 数 ， 容易 证 明 它 等 价 于 
(1) Fogel ({[1]) 用 EGO 一 1 十 w/i!1 寺 2323/21 十 … 十 XN/N1 代 起 er， 用 
加 诗 代 莹 nw 用 完全 初等 的 方法 证 明了 %(z) ~o( 加 二 ) Baa([1]) 简化 


nn 
了 他 的 证 明 。 
。16 。 


(40) yo Inwt ] 4(m) 风 全 )=-2zIno+O(z) 


《 见 第 五 章 $ 2(4) 式 ). 

由 于 他 们 的 杰出 贡献 ，Selberg 获得 了 1950 年 的 Kieldsg 
国际 数学 奖 ，Erd6s 获得 了 1951 年 美国 的 卫 . N. Oole 代数 

A. 卫 . Ingham 对 他 们 的 文章 作 了 长 篇 评论 ( 见 Math. 
Reviews, J0(1949), 595~596). 他 在 列 出 了 素数 定理 的 解 
析 证 明 的 四 个 关键 性 质 一 一 有 关 《 函数 的 四 个 性 质 一 一 后 指 
出 : Belberg 和 Erd6s 所 做 的 贡献 就 是 找到 了 这 些 关 键 步 又 
的 算术 等 价 形式 ， 并 直接 由 这 些 算术 结果 用 初等 方法 推出 了 
素数 定理 . 例如 , 容易 证 明 Selberg 不 等 式 (89) 就 是 《 函数 的 
恒等式 


es) ‘(s) 二 全 ) 
(41) (CS ey (人 ) -一 


所 刻 划 的 性 质 的 算术 等 价 形式 (这 种 等 价 放 形 在 数学 中 特 易 
是 在 数论 中 , 是 经 常 出 现 的 ). z 

许多 数学 家 进一步 简化 了 他 们 的 证 明 ， 在 这 些 证 明 中, 
用 了 一 点 初等 微 积分 , 使 得 定理 证 明 的 思想 更 清楚 , 形式 更 管 
洁 。 例 如 ，Wright([1])，R. Breuscoh ([1])，IfocerganKoB 和 
PomwanoB([1i])"”, Nevalinna( [1], [2]), Levinson ( [1], [2]), 
Kaleoki([1]，[2]) 等， 关于 Selberg 不 等 式 的 最 简单 的 证 明 
是 由 Tatuzawa 种 Iseki( [1]) 给 全 出 的 ( 见 第 五 意 §$ 2 定理 2). 
从 这 证 明 可 看 出 Selberg 不 等 式 是 eG6stues 的 恒等式 (28》 
的 一 个 简单 推论 , 因而 ， 素数 定理 的 基础 实质 上 亦 是 关系 式 
(28). 

“DocrankoB([1]) 对 该 文 作 了 一 点 更 正 。. 
* 47 ， 


本 书 的 第 五 章 根据 Levinson 的 文章 [2] 给 出 了 这 样 的 
一 个 简化 证 明 . 

建立 在 Selberg 不 等 式 的 基础 上 ， 仅 利用 初等 微 积分 知 
识 的 这 种 初等 证 明 ， 也 可 用 来 得 到 素数 定理 的 余 项 估计 ， 
Wright([2]) 证 明了 
(42) wo) Liwt Ow (ng) -nin so)-$). 
了 rd6s 曾经 证 明了 ( 见 Selberg[2]): 存在 一 个 常数 0O>>1, 使 
得 
(48) mw) 一 Liz 十 Oz(Cmn z) 0). 


van dor Corput([]) 证 明了 0O0= 0 Breusoh ([2]) 证 明了 


C = 二- (8 为 任意 小 的 正 数 ); Wirsing ([1]) 证 明了 0O0= 
了 ;A. JIycym6eros([1]) 证 明了 0O=2 一 s(e 为 任意 小 的 正 
数 ); Balog([1]) 证 明了 
(44) (8) ~Lis+O(v(In 2) (InInw)). 
本 书 的 第 六 章 给 出 了 Breuseh([2] ) 的 证 明 . 

还 应 该 指出 ，Bombieri([1]，[2]) 推广 了 Selberg 不 等 
式 ， 证 明了 式 (48) 对 任意 的 0 之 1 均 成 立 ， 他 的 证 明 思 路 愿 
则 上 类 似 于 Selberg 的 证 明 ， 但 是 极其 复杂 ， 和 需要 利用 
Amitsur([1]) 关 于 Diricehlet 卷 积 和 广 义 卷 积 的 理论 以 及 许 
多 深刻 的 实 变 函 数论 知识 .Wirsing([2]) 对 这 一 结果 给 出 
了 不 同 的 初等 证 明 . .Diamond 和 Steinig([1]) 利用 卷 积 和 
以 测度 代替 算术 函数 ， 通 过 推广 Selberg 不 等 式 和 类 似 于 
Wirsing 的 讨论 ,在 其 长 达 70 页 的 文章 中 证 明了 


2 这 一 证 阴 利 用 了 一 个 巧妙 的 几何 引 理 。 
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r( 轨 =LizTO(oexp( 一 Ono)7(nlmno-9)， 
这 是 目前 不 用 复 变 理论 所 得 到 的 最 好 结果 ， 本 书 第 八 章 对 
Bombieri 的 证 明 作 了 简单 介绍 , 其 目的 在 于 讨论 数论 中 十 分 
重要 的 卷 积 运算 以 及 证 明 一 般 的 Selberg 不 等 式 . 

综 上 记述 , 素数 定理 的 证 明 大 致 可 分 为 四 类 : (1) 要 利用 
高 深 的 复 变 函数 论 知 识 和 其 他 工具 以 及 L(s) 的 许多 深刻 的 性 
质 ， 这 种 方法 得 到 了 目前 最 好 的 余 项 估计 ， (2) 复 变 函数 论 
的 知识 仅 用 到 Cauchy 积分 定理 , 《函数 的 性 质 仅 用 到 
《(L 十 动 ) 关 0 及 在 半 平 面 Res>>1 上 的 阶 估计 ， 以 及 较 简 单 的 
Tauber 型 定理 . (3) 不 用 Cauchy 定理 ,& 函数 的 性 质 仅 要 
用 《(L 十 动 ) 关 0， 但 要 用 到 深刻 的 Tauber 型 定理 , 因而 需要 
包括 Fourier 变换 在 内 的 许多 深刻 的 实 分 析 知 识 。 (人 不 利 
用 函数 ,建立 在 Selberg 不 等 式 (89) 的 基础 上 , 仅 用 实 分 析 
知识 的 证 明 **， 第 (1) 类 证 明 当 然 在 任何 意义 上 都 不 是 初等 
的 , 真正 的 “初等 ”证 明 应 该 是 第 (4) 类 .通常 把 第 (38) 类 证 明 
( 即 不 用 Gauchy 定理 ) 亦 看 作 是 “初等 ”的 、 我 们 将 看 到 “ 初 
等 "并 不 意味 着 “简单 ”, 一 些 “ 初 等 ”的 证 明 实际 上 要 上 比 一 些 较 
“高 等 ”的 证 明 更 为 复杂 ， 因 此 ,我 们 把 第 (2)，(3),，(4) 类 证 
明 都 认为 是 初等 的 ， 本 书 中 挑选 有 代表 性 的 七 种 这 样 的 初等 
证 明 加 以 介绍 . 

当 读 完 本 书 第 五 章 所 给 出 的 素数 定理 的 第 一 个 初等 证 明 
时 , 可 能 会 觉得 它 并 不 太 困难 . 因而, 对 于 这 样 一 个 事实 会 感 
到 奇怪 ， 为 什么 素数 定理 先是 利用 高 深 的 整 函数 理论 给 出 其 
证 明 , 而 在 长 达 58 年 之 后 才 找 到 了 这 样 一 个 初等 证 明 .， 这 一 
方面 可 能 是 由 于 早 就 知道 的 Buler 恒等式 (2) 及 He6smmes 画 


9 ， 这 种 证 明 实 质 上 亦 是 某 种 Tauber 型 定理 。 
和 < 和 


数 山 (2) 使 得 素数 定理 很 容易 和 < 机 数 建立 联系 ; 而 在 19 世 
纪 , 复 变 函数 论 得 到 了 迅速 的 发 展 。 所 以 人 们 就 很 有 信心 地 
沿 着 Riemann 指出 的 这 一 很 自然 的 途径 进行 研究 ， 并 达到 
了 目的 .而 在 男 一 方面 , 要 发 现 巧妙 的 有 用 的 初等 关系 , 往往 
需要 天 才 的 机 智 , 而 比 发 现 高 深 的 关系 要 困难 得 多 (高 深 的 东 
西 往往 是 有 很 自然 的 合乎 逻辑 的 发 展 , 所 以 容易 发 现 )， 这 一 
点 我 们 可 能 从 解 平面 几何 的 习题 与 代数 和 分 析 的 习题 的 对 比 
中 有 所 体会 。 当然 , 素数 定理 本 身 确 实 是 一 个 十 分 困难 的 问 
题 , 因为 对 素数 本 身 的 了 解除 了 其 定义 和 算术 基本 定理 ( 见 式 
(DD) 外 ,几乎 是 一 无 所 知 ， 大 概 是 由 于 这 些 原因 , 使 得 素数 定 
理 的 初等 证 明 是 如 此 难以 发 现 . 正 由 于 此 , Selberg-Hrdis 的 
工作 在 数论 中 占有 重要 的 地 位 . 

从 探讨 素数 定理 证 明 的 发 展 历史 中 , 可 以 看 到 , 数论 是 如 
何 推动 了 其 他 数学 分 支 的 发 展 ， 以 及 其 他 数学 分 支 是 如 何 被 
应 用 于 解决 数论 问题 的 .因此 学 习 素 数 定理 的 各 种 有 代表 性 
的 证 明 , 对 于 提高 我 们 在 数学 上 观察 . 分析 、 解决 问题 的 能 力 
是 很 有 益 的 。 这 也 为 我 们 想 要 进一步 研究 素数 定理 和 其 他 有 
关 问 题 打 下 一 个 基础 。 这 就 是 我 们 写 这 本 书 的 目的 ， 对 于 仅 
想 了 解 Selberg-Erd6s 的 初等 证 明 的 读者 ， 可 以 只 读本 书 的 
第 二 ,三 五音. 

本 书 各 章 间 的 逻辑 关系 大 致 如 下 . 


| Fa) rk 
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$3 数论 函数 [x] 


定义 1 [w] 是 定义 在 全 体 实数 “上 的 函数 ， 它 的 值 等 
于 不 超过 2 的 最 大 整数 ， 它 通 常 称 为 和 的 整数 部 份 ， 也 叫 作 
-最 大 整数 函数 。， 此外, 记 

(DD) {2}=w%~ [v1, 
称 为 vz 的 小 数 部 份 . 
例如 ， [3.2] ~=8, {8.2}=0.2, 
[4] =4, {4} =0, 
[—1.2]= ~—2, {—1.2}=0.8. 

容易 证 明 以 下 的 性 质 . 

性 质 1 [wi 之 了 wj 二 1, 0< To 天 革 

性 质 2 车 xz 之 1, 则 [x] = ,2 1, 即 [w] 等 于 不 超 z 的 


正 整 数 的 个 数 . 

性 质 3 车 mw 是 整数 , 则 [zw 二 mj] = [2] 十 mm, 

性 质 和 人 [ 思 十 [ 国 委 区 十 岂 委 [四 十 [ 凤 十 圭 

性 质 5 若 m% 是 正 整 煌 , 则 [[2]/m] = 了 fw/m]. 

性 质 6 设 & 是 正 整 数 , w 是 正 数 ， 那 末 ， 个 超过 旦 被 
4 整除 的 正 整 数 个 数 为 [2/q]. 

证 ”性质 1.2 直接 由 定义 推出 ， 由 式 人 了 D 知 

[z+m] = [ts]+m+{r} = [v1] 十 mm 
最 后 一 步 由 定义 推出 ,这 就 证 明了 性 质 8， 出 式 人 他 及 性 质 3 
[z+ = [fl + [yl + Av} + {yy} 
= [2]+ yi [{w} + {y}]. 
而 由 性 质 1 知 : 
。21 、 


0O<{2}+ {y} <2, 
由 以 上 两 式 及 定义 即 得 性 质 4. 由 式 ( 了 及 性 质 3 得 


中 -加 + 全 ]-[[ 加 上 加]: 全 ] 


WA nn I 4 Th 0 

-本 [可 后 ] 

当 m% 为 正 整 数 时 , 由 带 余 数 除 法 得 
[o] gmt+n, 0<r<m—1, 

所 [上 
因此 , 由 性 质 工 得 
{于 + 如 < 

nn 


mm 
由 此 及 式 (2) 就 证 明了 性 质 5.， 最 后 证 明 性 质 6. 设 个 数 为 
了 , 则 必 满 足 Md<w 二 (WT+1)4, 即 


Ms 本 <M+lL 
由 此 从 定义 就 推出 MT 一 [z/ 四 ， 了 


这 些 性 质 以 后 经 常 要 用 , 到 时 不 再 一 一 指出 了 .。 以 下 的 
性 质 作 为 习题 留 给 读者 : 


性 质 ? 
0， » 是 整数 ; 
加 + 四 = 人 和 
性 质 8 一 [一 是 不 小 于 % 的 最 小 整数 . 
性 质 9 [z+ 雪 | 是 蝶 2 最 近 的 整数 ， 当 有 两 个 整数 与 
= 等 距 时 , 它 是 较 大 的 一 个 . 
性 质 10 一 [一 z+ 雪 ] 是 距 % 最 近 的 整数 。 当 有 两 个 整 
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数 与 z 等 距 时 , 它 是 较 小 的 一 个 . 


10. 


11. 


第 一 章 习 题 


- 证 明 8 工 中 的 (17? 式 和 (18) 式 . 
- 设 万 是 正 整数 ,证 明 {0Cf)}*==047*), 右边 的 0 常数 和 天 有 关 。 


. 证 明 当 |z| < 去 时 ,有 ;: 《a)sinz=z 一 名 -十 OC|z|5); (b) cosw 一 1 一 


条 +0Clzl9; (0) InGt+m=z- 写 二 0(lzl9; (9) (1+o" 一 


1+arz+O(w”)，a 为 实数 ; 《e) er=1+%w 十 人 二 二 的 + : 
OC(lz|"+1), 


. 设 a 为 正 数 ,sz>1， 试 证 明 ff nt) at=0(C%1ne w), 


， 设 a 为 正 数 ,z 之 2， 试 证 明 1 anpma=ocdno) 


: 试 证 明 § 3 中 的 (11) 式 . 
， 设 e>0, x 之 1. 试 证 明 对 任意 正 数 8<14, 有 


[本 ms 
~ pp "| 
fe eVinidte we cei~8) ne 


其 中 < 常数 和 8 有 关 . 


.证明 (z+1+0 (3#)) = ew Ov-1), vw>1, 


. 设 b>0, 级 数 习 zo 发 散 ， 再 设 mm 一 obo),m- oo。 斌 证 明 


设 g(o)>0 z>w 积分 | 9g(z)az 发 散 ， 再 设 jo) 一 oCg(z))， 
2 一 十 cc。 证 明 

| rpa=。 (rc at), z -> 十 co。 
设 z> 0 当 0<y<1 时, 宕 级 数 g(o)= 局 po" 政策， 但 9(z) -> 
+ ee， wm 玉 1。 再 设 an 一 0Cbw); ma -> J(w) 一 忆 moz" 证明 


ev ， 和 = 


12 . 


13. 


14. 


15 


J16. 
17. 


fr)=olg(r)), x -> 1 . 

车 把 上 题 中 的 条 件 a 一 oC2r) 疏 为 an~bn《% 一 c)， 则 有 cz) 一 
87)， TT—> 1., 

设 优 级 数 f(z) = Bl anw", gCw) = >10 w? 当 0 才 zw < 二 1 时 均 收敛 ， 

下 设 Sn 一 Do tn 一 Db 且 声 0， Sn =0Ctn) 《2 一 ce) | 及 


Bl tar 一 十 ceoktz 一 上 7。 试 证 明 六 oO 一 ogg -> 本 ). 


xX 局 be | 

若 把 上 题 中 的 条 件 一 o() 改 为 sm 一 加 (02->co) 则 有 了 (ww) ~g (72) 
(rz 一 二 ). 

设 en~]ln2 (2 -> 十 ce)。 试 证 明 


1 1 
Dor ~ 了 1 了 (zz 一 二 


[提示 : 利用 上 题 ]. 
证 明 § 3 中 的 性 质 7 一 10， 并 画 出 函数 [x] 和 {x} 的 图 形 . 
分 别 求 出 满足 以 下 关系 式 的 实数 3 


(a) [x]+[»]= L122]; (b) [z+3]=3+ [2j; 
(e) [z+3]=3+%; (dy = 十 于 |+[=- 于 |- Cao: 
(e) L9z] 一 9. 


. 设 [7z+ 幼 一 [十 [ 妇 和 [一 2 一 所 一 [一 世相 [一 幻 成 芯 ， 试 证 明 


2Z, Y 中 必 有 一 个 是 整数 ， 


. 证 明 [o] 十 |>+ 三 |= ca. 


- 证 明 [zx-yl<[Lz1l-[yl<[z—y1+1. 
.证明 对 任意 实数 a, 8B, 必 有 [2a] 十 [28]>[a]+[8j+[e-+B81, 但 


不 一 定 有 [3oj 二 [36]>>[ 呈 十 [的 十 [ac 十 36]. 


， 以 1zl 记 实 数 z 到 离 它 最 近 的 整数 的 距离 , 试 证 明 ; 


Ga) 当 {0}< 诗 时, lz 一 zi 
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(b) 当 { 吉 > 于 时，lzl-1-{; 
Ce) 对 所 有 的 m jzj < 到. 
试 证 明 : 

(a) 对 任意 整数 wm, 用 十 n= 1zls 
Gb) 当 |z| < 计时 , |z)= [zl; 

Co) 1 可 一 lz 有 


《d) 对 正 整数 如 有 oj 一 Js; 


(e) lz+yl< zl + lyl; 
(f) ls~—yl> lel — lyl; 


”《g) 对 正 整 数 为 有 wz <zlz|， 等 号 仅 当 大 zj< 工 时 成 立 . 


此 外 , 画 出 函数 jz| 的 图 形 , 
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JEPPIUUEB 不 等 式 


$1 素数 有 无 穷 多 个 


定理 1 素数 有 无 穷 多 个 . 

这 一 著名 的 定理 有 许多 证 明 ， 下 面 将 给 出 四 个 有 代表 性 
的 证 明 . 最 时 的 证 明 见 于 了 uclid 的 < 几何 原本 > 第 九 篇 命题 
0, 它 是 基于 下 面 的 引 理 ， 

引 理 开设 整数 ga>1， 它 的 大 于 鞋 的 最 小 正 除数 & 必 为 
素数 . 

证 若 4% 不 是 素数 , 则 由 素数 定义 知 , 必 有 整数 ,使 得 
1<o<a, od， 因而 2 lg, 但 这 和 a 的 假设 矛盾 .1 

由 此 推出 : 车 5 不 是 素数 , 则 必 有 
(1) QM 0. 

定理 1 的 第 一 个 证 明 用 反 证 法 . 假定 素数 只 有 有 限 个 ， 
它们 是 

2=Pp1< pa ps. 

设 n=pipa…ps 十 1， 4 是 它 的 大 于 1 的 最 小 正 除数 . 由 引 理 2 
知 4 是 素数 . 因为 pi 一 二 3 所 以 @ 关 Di 一 车 3)。 
这 和 假设 矛盾 ，] 

把 全 体 素 数 按 大 小 顺序 排列 , 就 得 到 一 个 无 限 数列 ,我们 
记 为 
(2) 2=p1, Pa, Pa, *** Pe, Pstly *** 
* 26。 


由 定理 工 的 第 一 个 证 明知 ， 


(8) Sa 十 
由 此 得 到 
推论 1 我 人 有 
(4) ms<22 (8—1, 2, +£) 
及 ， 
(5) Tm)>logs logawm (2>2). 
证 s 一 1 时 , 全 一 2， 式 (人 入 显 然 成 立 . 设 s 盖 2， 如果 式 
(4 对 一 s 均 成 立 , 则 由 式 (3) 得 


Ps D1 ‘Ds_ i122. 22 二] 之 227， 
所 以 式 ( 当 对 s 亦 成 立 , 故 由 归纳 法 知 , 式 ( 光 对 所 有 自然 数 s 
均 成 立 . 
对 任 一 z 关 2 必 有 唯一 的 自然 数 s， 使 得 
22" wi 2 
由 此 及 式 ( 外 得 
大 (OP8(22”) >s>10g, logjm 


这 就 证 明了 式 (5). ] 


第 二 个 证 明 是 基于 ; 
《6) 1<0 < 


如 果 它 的 任意 两 项 均 互 素 , 则 一 定 有 无 限 多 个 素数 . 

证 设 志 是 凡 的 大 于 1 的 最 小 正 除数 ， 由 此 得 到 一 个 
无 限 数 列 z 

Ca ， Ca， ds, “oe 

由 假设 知 , 它们 一 定 也 是 两 两 互 农 的 , 所 以 是 不 同 的 整数 ， 而 
由 引 理 1 知 % 均 为 素数 ， 这 就 证 明了 引 丽 ，3 

这 样 一 来 ， 定 理 1 就 归结 为 去 寻找 具有 这 祥 性 质 的 数 

.aT 。 


列 (6). 

定理 1 的 第 二 个 证 明 著名 的 Fermat 数列 

(7) FP,=2”+1 (n=0, 1, 2, ...), 
就 是 满足 引 理 和 4 中 的 条 件 的 数列 ， 显 然 有 
1<Fo<Pi< < P<. 
下 面 证 明 它 们 两 两 互 素 ， 设 nz0, 8 之 1. 由 
Fnrs—2=— (2”)”—1 
知 了 ,| 了 in 一 2， 设 2 一 (8F,，Fnrx)， 因而 必 有 2.， 耳 , 均 为 
奇数 ,所 以 d=1. 1 

第 三 个 证 明和 需要 

引 理 3 设 整 数 4>>1, 则 4 一 定 可 以 表 为 
(8) 本 一 0 全 9 条 99 
其 中 9: 均 为 素数 , 且 gi 二 92 过 … 过 gr, 以 及 整数 >0 (1<6< 
"). 

证 当 e=2 时 , 引 理 显然 成 立 ， 设 n>>3, 假设 引 理 对 所 
有 的 % 人 2 委 5<m 均 成 立 ， 当 为 素数 时 ， 则 引 理 对 于 4 一 nn 
显然 也 成 立 ; 当 ww 不 是 素数 时 , 设 4d 是 的 大 于 1 的 最 小 正 除 
数 ,n 一 Um， 由 引 理 1 知 4d 为 素数 . 此 外 , 这 时 必 有 2<w<mw， 
故 由 假设 知 mw 可 表 为 式 (8) 的 形式 ， 所 以 w 亦 可 表 为 这 样 的 
形式 .由 归纳 法 知 引 理 成 立 ，]】 

注意 这 里 并 没有 要 求 表示 式 (8) 是 唯一 的 ,在 下 一 节 将 
证 明 这 一 点 一 一 这 就 是 著名 的 算术 基本 定理 ( 见 §2 引 理 1)， 

推论 2 任 一 正 整 数 &% 一 定 可 以 表 为 
(9) w= 
其 中 ?一 二 或 是 不 同 的 素数 的 溢 积 ,1 是 正 整 数 . 

这 是 引 理 8 的 直接 推论 。 此 外 ,容易 证 明 ， 如 果 表 示 式 
(8) 是 唯一 的 , 则 表示 式 (9) 也 是 唯一 的 . 

。38 。 


定理 1 的 第 三 个 证 明 设 7>2. 对 任意 一 个 6 (1<a< 
n) ,在 它 的 下 示 式 (9) 中 一 定 有 :1<k<MV%w, 1=1 或 1 是 一 些 
不 超过 wn 的 不 同 的 素数 的 腾 积 .。 这 样 ，8 可 能 取 的 值 的 个 数 
和 wm ,而 工 所 可 能 取 的 值 的 个 数 不 超过 以 下 的 组 合 数 之 和 拘 


TCM /rn) TR) \_ rn 
1+( 1 a 9 及 全 


所 以 必 有 nM 2 
即 
(10) zn) > 二 logan (n>2). 


这 就 证 明了 定理 十 而 且 同 时 给 出 了 一 个 比 信 计 式 (5) 稍 好 一 
些 的 下 界 估计 . 了 
若 在 式 (10) 中 取 mw 一 ps, 即 得 
(11) ps2 (s=1, 2, -…). 
它 比 的 上 界 估计 式 (4 亦 要 好 一 些 . 
最 后 一 个 证 明 是 Enler 给 出 的 ， 它 需要 
引 理 和 设 “>2， 


(12) 总 二 -<H(- 3),， 


其 中 求 和 号 展 布 在 所 有 不 超过 vw 的 正 整数 上 ， 连 乘 号 展 布 在 
所 有 不 超过 4 的 素数 上 . 
证 设 2<w<2*ti 显然 有 


"不 超过 w 的 素数 有 w《n) 个 ， 所 有 的 个 不 超过 m 的 不 同 的 素数 的 乘积 
个 数 为 ( ”0 ) 由 此 即 得 所 说 的 结论 . 
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1 显然 出 现在 上 式 右 边 的 乘积 中 、 当 2<o<z 时 ， 由 于 4 可 
表 为 形式 (8), 卫 一 定 有 4 和 ca<z (lS7), 所 以 
44i_1 1..1 
G de gq gr 

亦 一 定 出 现 于 上 式 右边 的 乘积 中 .注意 到 对 于 不 同 的 gg 它们 
的 表示 式 (8) 一 定 是 不 同 的 , 这 就 证 明了 式 (12). 了 

定理 1 的 第 四 个 证 明 如 果 只 有 有 限 个 崇 数 ， 那 么 式 
(12) 的 右边 当 z 一 士 ce 时 为 一 有 限 数 .但 是 左边 的 调和 级 
数 当 -> 十 co 时 是 发 散 的 , 这 一 矛盾 就 证 明了 定理 ， 

事实 上 , 由 引 理 ”可 得 到 更 多 的 信息 . 

推论 3 设 z>>e, 我 们 有 


1 1 

(18) 这 太 > 豆 Inin %, 
(14) 7T%) In Inw, 
及 . 
(15) Pre” (sl1, 2, 7). 

证 熟知 当 y>> 一 I 时 ,有 

y>ln(1+y). 

因而 有 | 
(16) ,人 > 之 ， In @ +t 二) 


—ln([sl+1)>ns, 
其 中 [2] 天 示 不 超过 zw 的 最 大 整数 ， 显 有 2 一 1I<[ 四 二 2z。 此 
外 , 当 x 关 2 时 , 有 
1 \-+ 1 2 
人 -元 ) 一 了 (+ 二 二 2 


对 式 (12) 两 边 取 对 数 ， 由 以 上 两 式 即 得 式 (18).， 由 式 (18) 及 
。 30 。. 


Pp 之 2 即 得 式 (14)， 在 式 (14) 中 取 w 一 ps 即 得 式 (15). 
应 该 指出 ， 这 四 个 证 明 都 需要 引 理 1 一 一 这 是 正 整 数 和 
素数 之 间 关 系 的 最 基本 的 性 质 . 


$2 算术 基本 定理 


为 了 证 明 儿 平 所 有 的 自然 数 都 不 是 素数 和 以 后 的 需要 ， 
我 们 要 先 证 明 初 等 数论 中 的 最 重要 的 定理 一 一 算术 基本 定 
理 ， 

引 理 1 对 每 一 个 整数 sc>1， 它 的 表示 式 81(8) 是 唯一 
的 . § 1(8) 式 称 为 & 的 素 因子 分 解 式 . 

证 用 反 证 法 : 先 把 $1(8) 式 改写 为 
(1) . G0=q192 Gs Sg 
(这 里 的 g; 和 8 1(8) 式 中 的 不 同 )。 设 m 是 使 引 理 不 成 立 的 
最 小 正 整 数 . 这 样 ， 当 1<e<a 时 ，x 的 表示 式 人 是 唯一 
的 , 而 wo 至 少 有 两 个 不 同 的 表示 式 , 设 为 
(2) 00 一 049a 0s 一 0199- 0 
由 素数 的 定义 知 , 当 & 为 素数 时 引 理 必 成 立 ， 所 以 必 有 s>1|， 
i>>1。， 进而 由 oo 的 最 小 性 可 推出 ， 

gg 05 一 二 SI 一 二 
如 若 不 然 ， 设 gs 一 97,， 则 ao/gqs 也 有 两 个 不 同 的 表示 式 ， 不 
妨 假 定 qi 过 qi, 设 z 
m1— (91— 91)92°**gs. 

由 式 (2) 知 G1 — 91(92°""g+ — ga-"*gs). 
由 于 g 针 (qi 一 9 (车 941 (qi 一 90), 则 gi|gq 但 qu qi 均 为 素 
数 , 且 gq1 过 qi, 这 是 不 可 能 的 ) 及 过 gb 一 2,…, 5), 从 以 上 两 
式 就 可 得 到 om 的 两 个 不 同 的 表示 式 。 而 由 人 的 定义 知 ( 注 


意 :; 5 之 1), I 之 qi 过 go, 这 和 om 的 最 小 性 矛盾，] | 

由 引 理 工 立即 可 以 推出 初等 数论 中 的 另 一 重要 结论 . 即 : 

引 理 2 设 wp 是 素数 ,paiwz， 则 pl 和 wp|as 至 少 有 一 
个 成 立 ， 一般 的 , 若 plaig2…as, 则 至 少 有 一 个 lS<o<s), 使 
得 pila; 成立. 

证 用 反 证 法 当 一 工 或 oa 一 时 ， 引 理 显然 成 立 ， 故 
可 设 ai> 二 ga>T。， 这 时 一 定 有 2p<aacs。 车 phomy, phas， 则 
ma 和 aa 的 素 因 子 分 解 式 中 一 定 都 没有 素数 2. 把 这 两 个 分 解 
式 相 乘 就 得 到 了 aaas 的 素 因 子 分 解 式 ( 把 素 因 子 加 以 适当 的 
排列 ) 它 不 包含 p， 但 另 一 方面 , ics/p>1, 所 以 从 wits/p 的 
素 因 子 分 解 式 就 可 得 到 aaas 的 一 个 包含 2 的 素 因 子 分解 式 . 
这 样 ，aaas 就 有 两 个 不 同 的 分 解 式 , 这 同 引 理工 矛盾 , 这 就 证 
明了 引 理 的 第 一 部 份 . 了 至 于 一 般 情 形 的 证 明 , 留 给 读者 . 

值得 指出 的 是 : 引 理 1 和 下 理 2 是 等 价 的 。、 不 少 初等 数 
论 书 上 都 是 先 证 明 引 理 2, 然后 推出 引 理 1. 

如 果 人 允许 指数 为 零 , 那 末 任意 两 个 正 整数 gc 和 8， 总 可 以 
写 为 具有 相同 的 素 因 子 的 方 察 的 乘积 , 即 

6G=gPg8 9g, m0, 1 <o<s, 
(3) 7 ， , 
gog. “qs, B=>0, 1<j<s, 
其 中 素数 qn 二 gs 过 … 二 qs。 这样 的 写法 有 时 是 方便 的 ， 由 引 
理 2 可 证 明 

推论 1 设 正 整数 gc 和 8 四 式 (3) 给 出 , 则 15 的 充 要 条 
件 是 oa 志 B， (<i<s). 

证 ”充分 性 是 显然 的 ， 下 证 必要 性 , 我 们 先 证 明 m<A，， 
其 它 可 同样 证 明 . 当 or 一 0 时 , 显然 成 立 ， 设 整数 >i1， 假 
设 当 0<ar<% 时, 不 等 式 os 均 成 立 ， 当 中 一 天 时 , 一 定 
有 gila, 所 以 qx|2?， 由 引 理 2 知 , 当 3<6<ss 时 ,gtkgp， 进 而 


。 32 。 


仍 由 引 理 2 可 推出 必 有 giloa， 因 此 B>1， 现 设 
= gig as 
mm 9 28 
bi = 6 一 Ce 一 1 人- 。 ‘ge 
dQ1 


显 有 a151, 由 假设 知 有 ow 一 1<Bi 一 ,有 即 ow<<B1， 这 样 , 由 归 
纳 法 就 证 明了 必要 性 . 】 
由 推论 1 可 证 明 
推论 2 设 正 整数 &c 和 2 由 (3) 式 给 出 . 那么 Ga 和 8 
的 最 大 公约 数 
(4) (&, 6) — grge.…gh, 
其 中 忆 一 min(@, Bi) (<<s)， 特别 地 ，c 和 5 互 素 的 充 
要 条 件 是 -0 (<6<s)， 此 外 ,车 dla, dl5, 则 dd| (a@, 5). 
(ii) ga 和 5 的 最 小 公信 数 
(5) [a, 6] = gg .gs, 
其 中 ww 一 maxz(aw，B8) (1<i6<s)， 此 外 ， 若 slD,，5|1D， 则 
[w 8] 1D.， (ii) 我 们 有 
(6) 4 一 (aq，D) [a, 8]. 
推论 83 者 olbc, (g, 2) 一 二 则 ee 
推论 2 的 证 明 留 给 读者 ， 由 推论 2 人 及 推论 工 立 即 可 得 
到 推论 8( 把 c 亦 写 为 形式 (3) ). 

”一 个 正 整 数 & 的 所 有 正 除数 显然 是 完全 确定 的 ， 例 如 
a 一 1 时 ，% 一 1; 4 一 5 时 , p 一 1, 5，a 一 8 时， 一 1, 2, 4, 8， 
wo 一 24 时 ,一 1, 2, 38, 4, 6, 8, 12, 24， 我 们 把 4 的 所 有 正 除 
数 的 个 数 记 作 4(@), 称 为 除数 函数 , 显 有 4(1) =1, 4(5) 一 2， 
0(8) 一 4,， 4(24) 一 8， 这 是 数论 中 的 一 个 十 分 重要 的 函数 . 如 
芭 & 由 表示 式 (8) 给 出 ， 那 么 由 推论 1 立即 得 到 如 下 绪论， &a 
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的 全 部 正 除数 为 


《7) 万 一 oO 加 ji 〔0< 和 oa Los) 
以 及 
(8) dla) = (ta) (1+).… (1+ os). 


我 们 把 定义 域 为 全 体 正 整 数 而 取 值 为 复数 的 函数 了 称 为 
算术 函数 .并 把 
(9) PF(w) 一 pa fln) (vw>1) 
称 为 算术 函数 的 和 函数 .上面 的 除数 函数 g(a) 就 是 一 个 算 
术 函 数 . 再 如 fn) 一 1 (车 % 为 素数 ) 与 f(m) 一 0 ( 若 m 不 是 
素数 ), 其 和 函数 就 是 mx(z)。 以 后 , 我 们 将 引进 其 他 一 些 有 关 
的 算术 函数 及 其 和 函数 . 

设 7 为 算术 函数 ， 如 果 对 任意 正 整数 m, mw (mw, 由 一 =1, 
有 
(10) fmm) =f(m) fn). 
则 称 了 为 可 来 的 .如果 对 任意 正 整数 m, n 均 有 式 (10) 成 立 ， 
则 称 了 为 完全 可 乘 的 。 容易 看 出 , 一 个 不 恒 等 于 零 的 可 乘 函 
数 f, 必 有 


(11) 了 (一 工 
(12) g(@) = Bf), 


这 里 求 和 号 展 布 在 a 的 全 体 正 除数 上 ， 显然 ，y(a) 亦 是 一 个 
算术 函数 , 称 为 了 的 M5bius 变换 .例如 , 取 f 了 mn) 二 1, 则 有 


(18) GC(a) = >Y 1. 
由 于 三 和 a/ 同时 遍 经 a 的 全 体 正 除 数 (为 什么 ?), 故 有 
(014) > 
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若 = 由 式 (8) 给 出 , 则 由 式 (7) 知 ， 
1 CL 
车 了 是 可 乘 的 , 则 z 


有 270) -~( 训 | 7 )( BF) ): 


(16) 

车 了 是 完全 可 乘 的 , 则 | : 
六 fp) -( 训 产 CD)( 训 产 (gD )…( 名 "(qo)). 

(17) | | : 


以 上 的 概念 和 一 些 极 简单 的 结论 是 十 分 重要 的 ， 在 本 书 
中 经 常 要 用 到 , 一 般 在 用 到 时 不 再 特别 说 明了 。 


$3 几乎 所 有 的 自然 数 都 不 是 素数 


本 王将 证 明 
定理 1 存在 一 个 正常 数 01, 使 4 
(1) vv) SOLw(InInz) !, ww>8, 
以 及 
(2) p> 
成 立 . 
从 式 ( 了 1) 立即 推出 


(3) lim 亚 (2) 一 0， 


名 一 co 化 


这 表明 素数 只 占 自然 数 中 的 极 少 一 部 份 ,几乎 所 有 的 自 
然 数 都 不 是 素数 证明 定理 的 方法 实质 上 就 是 古老 的 
Eratosthenes 筛 法， 为 此 需要 引进 一 个 重要 的 算术 函数 一 一 
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slnIns. (s=1, 2, +…), 


1 
Oi 


Mbius 函数 wu(n) ,同时 证 明 两 个 引 理 。 
MObius 函数 /的 定义 如 下 ， 


1, 多 一 工 ， 
(4) ww(n) 1)’, m% 一 gga gr qi gr 
0， 其 它 . 


由 算术 基本 定理 ( 即 $2 引 理 1) 知 ， 任 一 正 整 数 % 的 分 解 式 
( 即 8 1(8) 式 ) 是 唯一 的 ， 所 以 这 样 的 定义 是 完全 确定 的 ， 显 
见 ， 当 % 有 大 于 工 的 平方 因子 时 , 必 有 (ww) 一 0。 些 外, 利用 
(5) Lma) — WR) Wn). 
所 以 &w( 岂 是 可 和 习 的 ， 但 它 不 是 完全 可 尼 的 (为 什么 ? ) 关 于 
Mobius 项 数 有 下 面 十 分 重要 的 结论 , 
引 理 1 “对 任意 的 正 整数 w% 有 
、_ Ti1 /1, "=1, 
(0) Bx-[E]-{o 7 
证 %=1 时 式 (6) 显 然 成 立 ， 当 n>>1 时 , 设 其 素 因 子 分 
解 式 为 gf?:…g*r(g 之 qa 过 gr 0; 一 4,，…, 7)， 由 于 
凡是 可 乘 的 , 故 由 $2(16) 式 及 (4 得 
> 0 -(S (et) (Bugs) )…( 训 nq?) ) 
一 0， | 
最 后 一 步 用 到 了 wm>0， 了 
利用 此 引 理 可 以 证 明 
”” 引 理 2% 设 z>V>2. 再 设 $B(w, Yy) 表 示 所 有 不 超过 wz 且 
其 素 因子 都 大 于 yy 的 自然 数 的 个 数 ， 则 有 
(7) (ww WD < t2". 
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证 设 
(8) P=-P(y)= Iy, 
由 多 (lw, y) 的 定义 及 引 理 2 可 得 
Sw WD- 习 1- Dn 


次 Rap Ein, Dy 
《ru P)=1 


-六 0) 如 1 加 [| 
及》 


显然 ,会 也 是 可 乘 函 数 ， 故 由 $2(16) 式 及 pv( 克 和 卫 的 定 
义 得 
(Kh) _ _1i 1 
BL $5)<my z 
最 后 一 步 用 到 了 $1 中 的 (12) 式 及 (16) 式 . 此 外 ,由 $2 中 的 
(18) 式 及 (8) 式 可 得 


B® (FLED BD -2 
由 以 上 三 式 即 得 式 (7).】 z 
定理 1 的 证 明 对 2 之 y 宇 2, 显然 有 不 等 式 


(9) A SADELICED 
成 立 ， 取 y 一 了 nw 之 2, 由 上 式 及 式 (7) 即 得 
(10) wv) < +2 .QT < i - 十 2z0.7. 


这 就 证 明了 式 (1)、 取 w=ps, 由 式 (1) 及 p>>s 即 得 式 (2). 3】 


S$4 de6blueB 不 等 式 


在 本 章 81 和 8$ 8 中 我 们 得 到 了 w(%) 的 如 下 形式 的 上 下 
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界 舍 计 ( 见 $1(10) 式 和 5§ 3( 了 ) 式 ). 
Ca In wr (ws) EOm Inns) ! v3. 
这 是 十 分 粗糙 的 .本 节 要 证 明 以 下 的 Te6stmes 不 等 式 . 
定理 1 对 zx 宇 2, 有 


In2 2 » 
由 3 no "< mans 


为 证 明 这 不 等 式 , 需要 下 面 的 引 理 , 这 引 理 实际 上 给 出 了 
n! 的 素 因 子 分 解 式 . 

引 理工 设 ” 是 正 整数 , p 是 素数 ， 再 设 w 一 ax(2, 中 使 
得 plw!, 即 rm!, 但 p***m!。 那 末 


(2) “=alp, 史记 | 切 |] 
因而 有 
(3) nni = op, %) In p. 


证 由 于 当 pi>n 时 ,| 划一 0, 记 以 式 (2) 中 的 级 数 实际 


上 是 一 个 有 限 和 .， 我 们 用 归纳 法 来 证 明 式 (2)、 当 n=1 时 ， 
a 一 0, 式 (2) 显 然 成 立 ， 设 mn 宇 2， 假设 式 (2) 对 所 有 小 于 % 的 
正 整 数 均 成 立 ， 设 p*|n, 显然 有 

(4) oa(P, nN) 一 a(2， 风 一 工 ) 十 入 . 

此 外 , 容易 看 出 


-+ (ss]- [3] 
下 全] 下 于] -下 疙 | -ap nb, 
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上 式 最 后 一 步 用 到 了 归纳 假设 .由 此 及 式 (4) 就 证 明了 式 (2) 
对 ww 亦 成 立 ， 由 归纳 法 知 式 (2) 对 所 有 正 整 数 都 成 立 . 

注意 到 mn! 不 会 有 大 于 w 的 素 因子 ,由 式 (2), 算 术 基 本 定 
理 ($2 引 理 起 及 $2 推论 1( 取 5=n!, gp"), 即 得 ml! 的 素 
因子 分 解 式 为 
(5) 0 一 I pe?"™, 


< 


上 式 两 边 取 对 数 即 得 式 (3).，】 
定理 工 的 证 明 设 % 是 正 整 数 ， 


《6) N= (2n) 1/(n1)’,. 
对 请 显然 有 不 等 式 
(7) 2n< < 名 2 一 工 .2 十 _w.. (2n)!1 一 (1 二 1 和 


m1 .1 (m1)? 
=— 4", 
另 一 方面 , 由 式 (83) 得 
(8) lInN=In (2n)!1—2In(n!) 
一 人 (2 2n) —20(p, 1%))Inp 


+ BY a(p, 2n)Inp. 


拉 一 站 云 2 


容易 看 出 ， 
(9) of 力 2n) =1, mw < 力 < 委 20. 
当 p<n 时 , 由 不 等 式 0 委 [2y] 一 2[y] <<1 及 式 (2) 可 得 
(10) 0<a(p, 2n) —2a( p, n) 
加 包 In (2n) 

习 [ 妥 | -3 全 |)<FSe 
由 以 上 三 式 即 得 
QD) 习 阳 p<imw< 习 [二 9 Bm) | In p. 
因而 有 | 


(19) (rz 人 (2 一 (nns<in Ne (2n)in (2n). 


由 式 47) 和 (了 2) 得 
(18) Tn) In (2n) >n In2. 
(14) (m2n) — on) In m2n In 2. 


当 s>>6 时 , 取 n 一 [名 |， 显 有 2n<w<8n， 由 此 及 式 (18) 即 
得 
mv) ma 二 和 2， 
由 直接 验算 知 ， 上 式 当 23<z<6 时 亦 成 立 , 这 就 证 明了 式 (14) 
的 左 端 不 等 式 ， 
在 式 (4 中 取 nw=2*, 得 
Ek 《mr (2*+1) 一 交 (2*)) <2vtl 
出 此 及 显然 估计 zw (2*+1) 翅 2”(% 宕 0), 得 到 
(p41) 2%+1) ~ por (2*) 8:2%, 
对 上 式 从 =0 到 mm 一 1 求 和 得 到 
Mm DT) B22" 

对 任意 2 宇 2, 必 有 整数 m 之 1, 使 得 2"-+<w<2"， 由 此 及 上 
六 得 

To) < 2") <8 一 6in2-2_ 


lInw’ 
这 就 证 明了 式 (1) 的 右 端 不 等 式 .，】 
推论 于 
《15) FE slns<p<20s Ins,，(s>2). 
证 由 式 () 显 然 可 得 
< (0) <5 
肥 化 一 加 5， 即 得 
。40 。 


宛 
nc， (w 之 2)。 | 


(16) Bm:< <<s Im p<6p, (s>1). 
由 上 式 的 右 端 不 等 式 及 Ps>s 即 得 式 (5) 的 左 端 不 等 式 。 而 
由 式 (16) 的 左 端 不 等 式 可 得 
In p<In(5s) + InIn p<In (Ss) + In p,. 
故 当 s 关 5 时 ,有 
In De 一 4Jns. 
由 兹 及 式 人 6) 得 
pe<20sIns (s>D). 


由 直接 验算 可 知 ， 上 式 当 2<s<5 时 亦 成 立 ， 这 就 证 明了 式 
(15) 的 右 端 不 等 式 ，】 


§$5 Ue6blue8 范 数 0Cx) 和 小 (x) 
de6mmes 为 了 证 明 素 数 定理 , 引进 了 两 个 新 的 函数 ， 


(D) 0(%)— ny, 

及 

(2) 4D 一 避 4(%), 

其 中 4(w) 是 所 谓 Mangoldt 函数 , 定义 如 下 ， 
In P, R=p™ (m2>1) 3 

(3) A =-{0 ”有 它 


《4%) 不 是 可 有 乘 函数 )}， 本 节 将 初步 讨论 wz)、90(z) 及 由 (2) 
这 三 个 函数 之 间 的 关系 , 并 导出 qe6Hrmrep 不 等 式 及 素数 定理 
的 等 价 形式 . 

定理 工 Gi) 对 任 给 的 正 数 入 <1, 及 zz 有 
(4) XGr(o) 一 zjno<soo sc]Jnw (vw>1). 


。 人 和， 


GD 对 zt 有 


(5) $0) = Om), 
(6) TOPAIOP LOPS a 


证 由 0(2) 的 定义 立即 推 得 式 (4) 的 右 端 不 等 式 。 由 显 
然 合计 (ww”) 二 wr? 及 

0 (0)— 2 hpt 2 mp>NIn rr (se) 一 人 ro) 
即 得 式 (4) 的 左 端 不 等 式 . 现 来 证 明 式 (5).， 由 于 当 


(7) m>[ 妨 多 ]- i 


时 ,0 (a) 一 0， 所 以 式 (四 中 的 级 数 实 际 上 是 一 有 限 和 ， 由 
由 (2) 及 9(w) 的 定义 知 *， 


$9- mp- 3 np D0) 


这 就 证 明了 式 (四 ， 当 m 之 2 时 , 利用 昌 然 信 计 
0<0 (2) <w ln (ot), 
由 上 式 即 得 
gw) < <0(0) + DL In (en) 


<O(o) + Mw If wi), 
由 此 及 式 (7) 即 得 式 (6). 1 
注意 本 定理 的 证 明 没 有 利用 前 面 所 证 明 的 任何 结果 . 
”由 定理 1 立即 可 推出 HeGsmes 不 等 式 的 等 价 形式 ， (请 
读者 自己 证 明 ，) 
定理 2 以 下 三 个 命题 是 等 价 的 . 


求 和 号 总 ,是 表示 对 两 个 变数 加 和 pp 求 和 。 


se 43 。 


(8) Ca 让 二 <<x (2) <Oa Hm (2>2); 
(9) Oac<g(o) Om (v2); 
(10) Cac<uy(z) < 委 Can (vw>2). 


§ 4 定理 1 已 经 证 明了 估计 式 (8) 成 立 ， 所 以 估计 式 (9) 
和 (0) 亦 成 立 ， 它 们 都 称 为 Te6prmes 不 等 式 ， 在 本 章 最 后 
一 节 将 直接 给 出 估计 式 (10) 的 证 明 ( 见 $8 定理 1)， 它 要 比 
$ 4 定理 工 的 证 明 稍 为 简单 些 . 

下 面 我 们 利用 定理 工 来 证 明 素 数 定 理 的 等 价 形式 ， 

定理 3 以 下 三 个 命题 是 等 价 的 : 


(11) lim Tlno 1, 
(12) lim 0 C2) -1 
(18) lim 4 一 工 


+ 


证 由 起 (6) 可 立即 扒 册 命题 (12) 与 (18) 等 价 ， 下面 证 
明 命题 (lt) 与 (13) 等 价 ， 由 式 (g) 知 , 对 任意 正 数 X< 了 有 
(14) Xi mw 
由 于 入 可 任意 接近 于 1 故 得 

(15) Hn wo) eI C0. 


地 一 ac 


这 就 证 明了 前 两 个 命题 的 等 价 性 ， 了 

注 ， 将 式 (14) 及 (15) 中 的 上 极限 改 为 下 极限 ， 不 等 式 仍 
成 立 ， 由 此 亦 可 推出 命题 (11) 和 (12) 等 价 . 

在 定理 1 中 给 出 的 w(w) 与 g(z) 的 关系 式 是 十 分 粗粮 
的 ， 它们 之 间 的 一 个 重要 关系 式 将 在 第 三 章 $1 中 给 出 ( 见 
第 三 章 $1 定理 1). 


< 和 Ce" < ww) De 


人 3。 


de6mmes 引进 的 这 两 个 函数 ,特别 是 水 (x), 对 素数 分 布 
的 研究 及 素数 定理 的 证 明 起 着 极其 重要 的 作用 .为 了 便于 人 研 
究 册 (wz) 的 性 质 ， 下 一 节 首 先 讨论 初等 数论 中 的 一 个 重要 内 
M6bius 变换 . 


$6 Mobius 变 换 


在 本 章 $2 中 我 们 已 经 定义 了 一 个 算术 函数 fw 的 
M5bins 变换 g(m) ( 见 $ 2(12) 式 )、 利 用 Mobius 函数 大 (0 
的 性 质 (§ 3 引 理 1 二 ,可 以 反 过 来 用 9g( 几 表示 .fw ， 这 就 是 著 
名 的 于 6bius 反 转 公式 : 

引 理 1 设 f(%), g(n) 是 算术 函数 .车 


(D gn) 一 六 了 (0), 
则 
(2) fl 一 及 pg(). 


反 过 来 , 若 式 (2 成 立 , 则 式 ( 山 亦 成 立 . 
证 设 式 (14) 成 立 , 由 交换 求 和 号 可 得 


办 0g( 委 ) 一 办 v0) 避 1) 一 轩 f(D 加 1 
=f(n). 


上 式 最 后 一 步 用 到 了 § 3 引 理 1. 这 就 证 明了 引 理 的 第 一 部 
份 。 现 设 式 (2) 成 立 ， 由 式 §2(149 式 知 , (2) 式 可 写 为 


(8) fn ~ 有 D4 (4) gC0). 
因而 , 由 交换 求 和 号 可 得 

B70) -DES)s) = > )， 
*。， 人 经， 


在 内 层 和 作 变 量 痊 斤 8 二 br, 由 8 3 引 理工 即 得 
六 1) -及 4D Ar) 0 


这 就 证 明了 式 ( 了 DD) 成 立 ，】 
下 面 我 们 来 求 Mangoldt 函数 4 人 的 Mibius 变换 . 
引 理 2 对 任意 的 正 整数 ”有 

(4) > 4(9) = 


证 设 % 的 素 因子 分 解 式 为 gfg…g**， 由 4m) 的 定义 
($ 5(3) 式 ) 及 $ 2(15) 式 , 得 


吕 4@)- 六 总 … 和 (aha) 


X=0 As=0 
-== Xt Po i Aa,,, My 
人 > 这 A(gtgy...gr) 
+ 人 … 3 Ags..gY) 
As=0 r= 人 0 


一 字 4(g)+ 汶 … C2 gz) 


-mngt+ 六 ev | (Go 宫 gt 和) ， 
继续 对 最 后 一 个 多 重 和 这 样 化 简 , 即 得 
AW -a ngto ln gt.+or Ing,, 


由 此 即 得 式 (4). 】 
由 引 理 1 和 引 理 2 可 推出 


(5) A -BV nS -LD nd, 


最 后 一 步 用 到 了 $3 引 理 1， 这 表明 一 jwm)Inw 的 Mobius 
变换 是 4(n).， 因而, 由 式 (本 及 引 理工 可 得 


(6) -winn=- 瑟 NOD4 (号 ). 


由 弛 理工 可 证 明 
引 理 3 设 忆 (人 、 Ga 是 定义 在 w> 工 上 的 函数 . 若 


0) G0) — BFE) (>)), 
则 
(8) PO) -Dun G (2) (>1). 


反 过 来 , 若 式 (8) 成 立 , 则 式 ( 站 也 成 立 . 
证 车 式 (7 成 立 ， 作 变 量 车 换 7~ mm(m 固定 ) 后 交换 求 
和 和 号 , 得 
2 


“nr (F) 


-部 P(E)B pn), 
由 此 及 83 引 理工 即 得 式 (8)， 这 就 证 明了 第 一 个 结论 ， 反 
过 来 ， 车 式 (8) 成 立 ， 交 换 求 和 号 后 作 谈 量 蔡 换 7 一 mm(m 固 
定 ), 再 交换 求 和 号 , 得 


> )- 如 4 9 (3 —) 


-县 “om 好 4 ( 坟 ) 
~ 及) (7) 


-Ea(E) Bm), 
由 此 及 $ 3 引 理 二 即 得 式 (7). 
* 46 。 


人 


FL 


如 果 在 引 理 3 中 取 也 (w) 王 1 (zw 之 了 ), 则 G (zw) 一 [四 ], 因 
而 就 得 到 
(9) 习 w(o)| 生 | -1 (o>. 
这 是 一 个 十 分 重要 的 公式 . 

给 出 了 一 个 函数 王 (o) (232 全， 则 就 可 以 由 式 (7) 来 定义 
一 个 函数 GC(w) (2 之 1)，G (w) 就 称 为 是 (2) 的 广义 M6bius 
变换.、 引 理 8 通常 称 为 广义 M5bius 反 转 公式 ， 

M6bius 变换 和 广义 M6bius 变换 这 两 种 运算 在 数论 中 
是 十 分 重要 的 ， 以 后 要 经 常用 到 ， 并 要 作 进 一 步 的 讨论 ( 见 第 
六 章 ). 


最 后 , 我 们 要 指出 本 节 所 有 结论 的 证 明 都 是 苦于 Mbbius 
孙 数 (mn) 的 基本 性 质 一 一 $ 3 引 理 i. 


$7 yy(x) 的 基本 性 质 
设 峭 (o) 的 广义 Mibius 变换 为 
(D TW -Dy(2), (>D). 
由 由 (办 的 定义 不 难看 出 
(2) T(@)— DA(m) = 访 4Cm)| 志 ]， 
其 中 之 是 表示 对 两 个 变量 mw%、% 求 和 . 利用 上 一 节 的 结果 


就 可 证 明 峭 (z) 的 一 个 最 重要 、 最 基本 的 性 质 
定理 1 
(8) DL) D), >D, 


即 忠心 ) 的 广 文 M6bius 变换 
。47 。 


(4) T(2)—In([2]!), (wDD). 
证 在 式 (3) 中 作 变 量 替 换 7mn(m 固定 ) 得 到 
(5) 0 一 之 名 人 = 包 匡 六 ， 
最 后 一 步 用 到 了 8 6 引 理 工 这 就 证 明了 定理 】 
我 们 可 以 不 用 836 引 理 1 而 用 $4 引 理 1 一 一 即 n! 的 素 
因子 分 解 式 (§ 4(3) 式 ) 来 证 明 . 
定理 工 的 第 二 个 证 明 当 % 为 正 整数 时 ， 有 


(9) [一 
(征明 见 第 一 章 $ 3 性 质 马 . 由 8$4 引 理 世 (6) 式 及 4 的 
定义 ( 见 $ 5(3) 式 ) 可 得 ， 
naD- 电信 [四 ])mo- 3 [sD) ms 
NE 


p< .DT] 


~ 六福 4 如 4 
~ 避 4(9 [5]， 

由 此 及 式 (9) 就 得 到 式 (4)，] 

应 该 指出 ， 由 于 $6 引 理 1 的 证 明 是 基于 $8 引 理 1, 所 
以 这 两 个 证 明 都 是 基于 算术 基本 定理 (2 引 理 力 ， 即 定理 1 
是 算术 基本 定理 的 一 个 推论 . 

定理 的 重要 性 在 于 把 一 个 性 质 很 不 清楚 的 函数 出 (w) 
和 我 们 很 熟悉 的 对 数 函 数 联 系 了 起 来 ， 建 立 了 一 个 十 分 简单 
明确 的 公式 ”为 研究 小 (z)， 进 而 研究 素数 分 布 , 提出 了 一 个 
有 效 途 径 . 

由 广义 M6bius 反 转 公式 (8 6 引 理 3) 及 定理 1 立即 得 到 
由 (2) 的 一 个 表达 式 


»。48 。 


(7) = Dp m (| 三 | !) Co>1. 


(7) 式 也 可 以 不 依赖 于 定理 1 及 $6 引 理 8， 而 利用 § 6(5) 式 
的 第 一 式 及 出 (2) 的 定义 直接 证 明 ( 留 给 读者 )， 所 以 式 (3) 和 
式 (7) 是 互相 独立 的 . 

虽然 我 们 利用 熟知 的 对 数 函 数 给 出 了 (zw) 的 一 个 表达 
式 , 为 研究 素数 分 布 提供 了 某 些 方便 ( 郊 第 三 章 ), 但 其 中 仍 出 
现 一 个 和 4 (mw 一 样 很 不 规则 的 函数 (mn)， 这 是 造成 素数 定 
理 的 证 明 十 分 困难 的 主要 原因 . 

最 后 我 们 来 证 明 In ([%] 1) 的 一 个 渐 近 公式 ， 这 是 本 章 中 
唯一 要 用 到 积分 的 结果 . 

引 理 工 对 w 和 >1, 有 
(8) In([z]!) =wInw—w+O(n(2x)). 

证 由 对 数 函 数 的 递增 性 知 

In nm 一 | Int dt<In (n+1). 


故 当 ww 之 1 时 ,有 . 
In([¢]!)= 全 In 十 Inrzl 


英和 1 
< 忆 ， | IntaditilIng 


<| mm; dt+Iinw%, 


nD)-, DB mn> ,DD " In 
<n<[t 3 一 


<n<[Er] 
> Intdt>| Intdt—Ino, 
1 1 . 
利用 熟知 的 积分 
| ta-=zmmz-s+l (>>0)， 
可 49 一 


由 以 上 两 式 即 得 式 (8). 了 
由 式 (3) 和 (8) 即 得 
(9) DL)=oIno-otO(ne), wl. 


所 < 反 也 


$8 deGblueB 不 等 式 的 另 一 证 明 


本 节 将 利用 §7 定理 工 来 直接 证 明 85 估 计 式 (10) ,因而 
由 $5 定理 2 知 ， 这 训 给 出 了 Te6Etmes 不 等 式 的 另 一 证 明 . 下 
面 证 明 

定理 工 对 w 宇 2 有 


(DD) (Fm2) vy) < (4In2)o, 


证 设 m% 为 正 整数 , 由 87(3) 式 得 
. In(2n)1-21Inn!= 及 ( 守 )-2 > 2) 


~ 六) -2 及 4 (或 
-县 CD ,人 
因而 有 人 (是 增 函数 
G) $2n) 一 由 (0) <In CE ban), 


由 此 及 $4(7) 式 得 

(8) (2n) >n In 2, 

(4) 小 (2m) — ln) 二 2m mn 2 
对 z 之 2, 由 式 (8) 得 


4>y(? [号 )> [到 ma2> (二 


。 50O 。 


而 对 任意 的 z 关 2 必 有 正 整 数 m， 使 2”- 4 pam 这 样 ， 由 
( 细 式 得 
v2") 一 号 (W (2 一 峭 (29) 天 2 人 3 
< (4In2)%. 
这 网 证 明了 式 上 .了 

可 以 看 出 , 这 一 证 明 比 8&84 定 理工 的 证 明 要 简洁 些 ， 这 也 
表明 了 引进 函数 峭 (2) 的 好 处 、 此 外 ， 我 们 要 指出 : 这 定理 的 
证 明 表 明 de6mmes 不 等 式 是 8&7(8) 式 的 推论 . 


第 二 章 习 题 


1. 试 证明 有 无 穷 多 个 形 如 4 十 8 的 素数 . 

2. 试 证 明 有 无 穷 多 个 形 如 6m 十 5 的 素数 . 

3. 对 任 给 的 正 整 数 必 有 两 个 相 邻 的 素数 ps，pssy 使 得 psd 一 De 
Ek. 

4. 设 到 ,是 由 $1(7) 式 给 出 的 Hermat 数 。 试 证 明王 1 一 了 Fa 
五 "十 (n>1)， 由 此 证 明 §$1 定 理 1. 

5. 设 4i=2 4An41 二 42 一 4A, 十 i， 试 证 明 (4。，Am) 二 1 (nn 关 m)， 岂 
此 推出 8 "定理 1 提示: 4，41= 二 4142**"45 十 匡 ]. 

6. 设 qt 923, …， 和 是 s 个 不 同 的 素数 ，4, 是 其 中 任意 取 定 的 + 个 素 
数 的 乘积 (LI<r<<s), 以 及 46=1， 再 设 0 为 任意 整数 , (C，4) = 
i， 试 证 明 对 0<r<s,， 有 

(Ar+ Ca da ， cj=1 (1<i<s). 


由 此 证 明定 理工 
7. 设 整 数 入 之 2, qi, qa,…， qs 是 任意 给 定 的 ss 个 不 大 于 NN 的 不 同 
的 素数 再 设 卫 是 所 有 不 大 于 六 且 可 表 为 g8 gr…g% (al 
0， a 0, "yp oO 的 正 整 数 的 个 数 . 试 证 明 
7< 妇 [ (1+ ln ~). 


ln gs 
由 此 推出 $1 定理 1 及 


ea 51 。 


]n 


rm(VJ>TRNTTS 


(N>2). 


- 试 证 朋 翌 二 T>InIn([o] 十 六 [提示 : 利用 81 引 理 和 4 ] 
， 试 证 明 ; 存在 正 数 6 使 忆 > min([eJ+1)—e,. 
. 试 证 明 ; = p22 10-2 收敛 ,以 及 有 


2 一 [102o] — 110% [i0%™ og], 


. 试 证 明 ; 8 2 引 理 1 和 引 理 2 是 等 价 的 . 

. 试 证 明 ; § 2 推论 2 及 推论 3， 

. 设 整 数 7 之 2， 试 证 明 ， 任意 正 整数 ” 必 可 唯一 表 为 mm 其 中 m, 1 
为 正 整 数 ， 且 不 存在 素数 p, 使 得 2 ll。 这 种 1 通常 称 为 无 ? 次 方 


因子 数 , 当 ? 二 2 时 称 为 无 平方 因子 数 . 


. 设 (a, 5) 一 p, 2 为 素数 ， 求 (a?,，5)、《s3，5) 和 (a?，53) 可 能 取 的 


值 


。 设 (a， b)=o0, 证 明 《a2， b2) 一 C3. 
， 设 4.5 为 正 整 数 ，(w, 5) 二 1， 试 证 明 ，ab 一 的 充 要 条 件 是 ， 4 二 


m*, 如 二 2, 其 中 有 7， 和 % 均 为 正 整数 . 


- 把 82 推论 2 的 (让 和 (i) 推 广 到 ?个 正 整 数 的 情形 , 即 求 最 大 公约 


数 C(a1，6G3，…，0r) 和 最 小 公 倍 数 [cd，aa，…*， arj]. 


。 试 证 明 《ad Qos "oy ri; ar) 一 ((ad， (CO Cr 1) Gr). 
。 试 证 明 [GQ@1; G2; Gr-1l) car] 一 [[aa， Co … 0r_1] Gy. 
.车 (qx Qa, 93) [ali，aa，as] 一 aliasa3， 则 (〈adi，a3) 一 (cs，a3) 一 


(a3,，Q1) 二 1。 把 这 结果 推广 到 ”>8 的 情形 . 


. 设 a aa aa 是 正 整 数 ， 斌 证明 [a1, G2，a3] 《ad92， Ga3G3， C301) = 


C1C203。 


. 设 广 9 是 可 莱 函 数 ， 试 证 明 ;: 


《a) |]f(m) | 亦 是 可 乘 函数 ; 


(b) 当 oo) 基 0 时 ， Hy 亦 是 可 乘 函数 ; 
(e) fa)g(w) 是 可 乘 函数 . 


把 以 上 结果 推 | 到 完全 可 乘 函 数 的 情形 。 


总 2 。 


攻 ” hb 


Ht 


23. 
24. 


235 . 


26 


32. 


33. 


34. 


试 证 明 除 数 函 数 do2) 是 可 乘 函 数 ， 

试 证 明 : 了 Cw) 的 M6bius 变换 的 Mabius 变换 等 于 习 f(2)4 ( 呈 )， 
ZK2 7) 为 除数 函数 ， 

设 人 (opi，Wo) 一 1， 允 一 Mi%i3。 试 证 明 : 在 多 的 正 除 数 4 和 ?ad yas 的 
正 除 数 das 之 间 可 建立 如 下 的 一 一 对 应 关系 : 若 41m， 则 必 存 在 
唯一 的 一 对 心 、da, 使 得 di [rz 42|mm2 及 4=Qdidz; 反之 ;车 [my 
ta | ?792, 则 CaZs 一 alm, 

设 wd、 是 正 整 数 , C4， 1999) 二 4， m= 二 ?4mm2。 试 证 明 对 任意 的 算 


术 防 数 了 ,有 
p28 (4d) = > a fd). 


由 此 证 明 可 乘 函数 的 M6bius 变换 亦 是 可 乘 函数 ， 完 全 可 滋 函 数 
的 M6bius 变换 是 否 一 定 是 完全 可 乘 的 ? 试 举例 说 明 . 


， 设 (gq, b) >1l) 试 证 明 4(Cab) <ad(a)a(b), qb 为 正 整数 . 
. 试 证 明 TT z= az (a 为 正 整 数 ). 


， 试 证 明 : 4(q) 是 青 数 的 充 要 条 件 是 :a 为 完全 平方 数 . 
: 试 证 明 例 %) 一 (CED. 


， 设 g1、93 分 别 为 丹 \fa 的 Mobius 变 换 。 试 证 明 : 


Ca) 导 q4D) 及 ( 委 ) 一 加 fCG) 9 人 (全 
Cb) ggs 是 f(m) 一 ， 习 i(s)f21) 的 M6bius 变换 ,这 里 求 和 号 是 
表示 对 所 有 最 小 公 售 数 等 于 ”的 有 序 正 整数 对 s、t 求 和 . 
设 s 是 复数 , ceo) 一 名 志 试 证 明 : (a)oo0Ca) =ad(a); (hb) o_o) = 
a™gsa); 《0) 车 3 天 0,a 由 8 1(8) 式 给 出 , 则 
oa) = 万 GT 一 革 

1 -1 

试 证 明 : 对 可 乘 肖 数 f, 有 
侈 FC94) -111 —f(p)), 

设 w(m) 表 示 % 的 不 同 的 素 因 数 的 个 数 , 0(1) 一 0。 (如 w(3) = 
wd 一 二 wk6) 一 3 等 . ) 试 证 明 ; 


. 53， 


35. 


36 


(a) 加 590) | 一 2 
(b) > LEA = — 1)%n), 
(c) 计算 侣 Loi(E) 《ci 的 定义 见 第 33 题 )。 


设 是正 整数 ,mz 是 的 全 部 不 同 的 素 因数 的 乘积 ， 试 证 明 
全 MF) = 人 久 上 CD)7 0)， 


" 试 证 明 名 Ad) 一 A 《2) 一 |) |, 这 里 的 求 和 号 是 表示 对 所 有 其 


平方 能 整除 mn 的 正 整 数 4 求 和 . 


， 设 整数 之 3, 试 证 明 


车 有 me |n, mm > 1; 


a 0, 
p20 )={1 其 它 ， 


这 里 的 求 和 号 是 表示 对 所 有 其 次 方 能 整除 的 正 整 数 4 求 和 . 
。 设 整数 ai 关 0(E<Y 0 一 qd 十 ar 试 证 明 1/(ai!l'…9y!1) 是 整 


数 . [提示 ; 利用 $43 引 理 1 及 [xt+j>[%] 十 [yjl. 


， 试 证 明 (2m) 1/(n1)? 是 偶数 ， 

， 设 p 是 素数 , 22| (22)11， 求 的 计算 公式 ; 

. 设 2 是 素数 ,pe|(22 十 1414。， 求 @ 的 计算 公式 ， 

… 试 证 明 : 存在 正 数 。 使 得 妓 地 <clnlnz (2>3). 

， 试 证 明 ; 级 数 习 一 Ri 当 和 > 工时 收敛 ; 当 和 < 时 发 散 ， 


pllnln p)” 


. 按 以 下 步 又 来 证 明 Bertrand 假设 ( 见 (f))， 


(a) 当 n 之 5 时,§ 4(11) 式 的 右 端 不 等 式 可 改进 为 
Jn (2n)! < Sinp+ 5 npt+ HF Be n p; 


号 
《9 ! nepe2n Vv one p< 各 了 VE lInp 


(b) 当 n>5 时 有喜 2”<- 
(ec) 当 zz5 时 ,有 | In p<2C4—1)ln2; 
> Inp<§ nln®; 
Vin< p< 


< 2Xn—1), 


554。 


51. 
52. 


53. 


[提示 ，。” 马 ，< 到 +…+ ， 忆 ,， 其 中 a 是 不 小 于 


Van <p< 和 3 为 G1 <PS2F) Cs os2qs 
1[2 1 » 、 
吝 [ 瑟 ”| 的 最 小 整数 , astt 是 不 小 于 喜 o4 的 最 小 整数 ， 而 s 满足 


Vw<a, <V 玉 .| 

2 

(e) 当 n>50 时 ,有 ,， 忆 ,I p> -nlIn 2 (V+ DIn(2on): 
(f》 对 任意 正 整 数 %， 必 有 素数 2, 使 得 %<p 所 2n. [提示 n>512 
时 , 可 由 (e) 推 出 ,%<=512 时 , 直接 验证 .|] 

(g) 当 % 之 6 时 , 必 有 两 个 素数 jp、p', 使 得 np 一 p /<2n. 

一 定 存 在 两 个 正常 数 CC9) 使 得 当 v3 时 ， 有 


个 x 
< 一 < 
C1 J (232 一 mr(D EC I 


， 试 证 明 : 素数 定理 等 价 于 ps~slns 〈s 一 co)。 
. 试 证 明 &5 定 理 3. 

49. 
50. 


试 证 明 册 (7) 一 gz) 十 DCa3) 
设 整数 % 宇 2，P, 二 和 p， 试 证 明 已 ,和 和。， 轩 还 推出 : 当 % 之 2 时 ， 
Dn 


6(z) < (2in 2)z， [提示 : 用 归纳 法 ; 当 %==2% 二 1 时 , 设 Port 一 
.9 十 1 

PsN, 则 及 整除 (”， ). | 

试 证 明 9() 一 写 pCm) 册 G7). 


试 证 明 : 
(a) i Tn 9) Tr (9, 


(b) mn Oe Jim cm -~ Jim de， 


Er ci dn sh Tm w+ 


车 积分 帮 - 汪 的 博 收 敛 , 则 素数 定理 水 0 一“ 必 成 立 。 
[提示 : 用 反 证 法 分 Hn 区 生 C2) =0>1 和 Jim 糙 os。<1 两 种 
情形 来 证 . | . 


。55 ， 


54. 


55. 
56., 
57. 
58. 


59 . 


6 工 ， 
. 设 半 为 正 整 数 ， 试 证 明 


63. 


64. 


65. 


66 . 


斌 证明 当 YX 之 1 时 , 有 


S| <1 


nn 


[提示 : 利用 8 6(9) 式 ，] 

试 证 明 六 pC)d( 针 )==1. 

试 证 明 昼 01(0) 一 % 避 -人 《ca(m) 的 定义 见 第 32 题 ). 

试 证 明 : 函数 [z] 的 广义 M6bius 变换 为 D(z2) = 卫 dC. 

设 四 是 正 整数 ， 试 证 明 : 当 ” 有 多 于 和 个 不 同 的 素 因子 时 , 必 有 
RD na)"=0. 


[提示 ; 用 归纳 法 。] | 
设 f，9, 为 算术 也 数 ,了 (1) 天 0。 如果 


f(%) = 及 g(9)， gm) 一 县 fC)4 (于 
则 太一 定 是 Mibius 函数 (Cn). 


. 设 f(X) 是 区 间 [a, 四 上 的 非 负 递 增 函 数 . 斌 证 明 


| B70 -| fdrl <700), 


试 证 明 他 yl]n2p 一 和 ln27 一 271n7 十 2 十 OCln22277。 
独 总 殉 _ 


2 ln*n=rzPr(ln x) + O(n’*2x), 
公 二 安 


其 中 了 Ps) 是 一 大 次 多 项 式 ，O 常数 和 有 关 吗 9 
设 7 四 是 区 间 [a, 5] 上 的 非 负 递 减 函数 ， 试 证 明 
Bf {fdr| <7a)。 
试 证 明 习 二 =Ins+00D， 
设 *>0, 试 证 明 习 2 号 -一 -mo)a7 十 0CD,O 常 数 和 和 


和 了 工 十 入 
有 关 . 
试 证 明 上 题 当 和 > 一 上 时 亦 成 立 ， 


* 50 。 


67， 试 证 明 当 2z>0 时 ， 有 双人 (in 三 ) 女 7,， TX>1, 其 中 娘 常 数 和 和 和 有关， 
68. 证 明 忆 光 2 ln 过 <<l wx>> 工 [提示 : 利用 式 (7.7) 和 (7.8)。] 


69. 试 证 明 习 | 过 |mo= Fo 十 Oo 一 zlnz 十 OCo)， 


70， 试 证 明 De) 7010 ele oc 
71. 设 U(z)~=7(z)-7 了 (各 )-7( 和 名 )-7( 和 名)+7T( 吝 ) 试 证 明 ; 
(a) Uz) =azr+501Cinz+1), 191| <1, 其 中 


ga=- ln 2+ -In 3+ 地 1 lin 5 一 0.92129.. 


15 10 
Cb) Uz) -号 (eye oe，[ 提 示 : cr+o=erj; 
(e) Yo > DG > 一 让 (全 


(d) az—5(lnz+1) <yr) < Fart(8lnyo+5)(nzg+1), 2> 1; 


[提示 we 训 直 (总 ) v= [|] 


(e) Tim 2 > a, Ta < 


72， 直 接 利 用 8 7(3) 式 和 (8) 式 证 明 
lim ~ 下) <1< lim -二 二 2 


人 -3 十 oo 此 十 om 


| 提示 : 用 反 证 法 : 若 Ein we “1%, 6>0, 则 考虑 


ee 


1awenic % LA 


其 中 取得 使 >>e 时 站 (2%) < 3)7, 再 利用 第 63 题 . 对 下 极限 
. 同样 讨论 . 】 
3. 试 证 明 > 一 nzZ 十 OZz)7， rz>1. 


| 提示 ; 习 an)= 习 | 达 | 利用 第 4 题 . |] 
74. 设 《(c)= 局"， o>1， 试 证 明 : 当 > 工时 ， 


es 和 7 。 


Ca) 及 rr0D 一 此 2 r+ OCzlnw), ca(m) 南 第 33 题 给 出 ; 


Cb) 加 os()= 上 9 二 wrt1+OCz5)， 其 中 ob) 由 第 32 题 给 
出 , 0>0, a1, B—maxt(l1, a); 
《c) 设 @(z) 表 示 不 超过 z 的 所 有 无 平方 因子 数 的 个 数 , 则 
净 一 一 . 
| Qs) = Tay + OC(V 7). 
[提示 : 《x)= n= > ] 


MERTENS 定 理 


$1 Apel 恒等式 及 其 应 用 


为 了 证 明 Mertens 定理 并 定 出 其 中 的 常数 ， 我们 先 来 证 
明 著 名 的 Abel 恒等式 ， 这 是 分 析 中 的 一 个 十 分 强 有 力 的 工 
具 ， 本 书 中 将 经 常用 到 .本 节 中 有 一 些 结果 (定理 1, 7 及 引 
理 5, 6) 是 为 以 后 作 准 备 的 , 本 章 并 不 需要 . 

引 理 了 (Abel 恒等式 ) 设 4a(m) 是 一 算术 函数 ,其 和 函数 
(了 4(O 一 习 5G) (o>D). 


再 设 1<y<w, 的 是 区 间 [w 四 上 的 连续 可 微 函数 , 则 有 
(2) 2 fn) z 
=A(W) FO) — AWIW — | ADF Wu. 
证 注意 到 4( 鸣 ) 一 4(2), 有 
,FE = ,DW A Am)) 
=—A(y]) f+D) 


[ej—1 


— SY A fmt 一 Fo) 


和 二 [yy 十 1 


+A(Es])f [21) 
= —A(f Ty] +1) 


-| AF Wt Ale) f(a]). 


。 59 ，。 


此 外 ， 
|] ADF DA=AY) Fy +1) 一 4 
[AF Wa =A) fo) -Aw) fo]). 


由 以 上 三 式 即 得 式 (2)，】 
特别 地 ,下 y 一 1, 式 (2) 变 为 


(8) Do -A -| ADPO. 


作为 应 用 , 下面 证 明 0(w) 和 zw(w) 的 重要 关系 式 ， 
定理 1 设 z 之 2 有 


(4) . -ne | rE 
(5) x (8) = 于 十 | A dt. 


证 在 引 理 1 中 取 y=2, f= 人 nt 及 a(ln) 一 1 ( 当 n= 
PD); gln) 一 0( 其 它 ). 则 由 式 (2) 即 得 式 (4)。 同样 ,在 引 理 1 中 
取 Y 一 2 f (=n ,on =Inp ( 当 一 PD); 4(m) 一 0 (其 


它 )， 则 由 式 (2) 即 得 式 (9. 


由 这 定理 可 以 证 明 第 二 章 $5(8) 式 同 (9) 式 的 等 价 性 以 
及 第 二 富生 OD 式 同 (9) 式 的 等 价 住 (证 明 留 给 读者 )， 但 原 


来 的 证 明 较 为 初等 . 


如 果 我 们 知道 和 函数 4( 引 的 渐 近 公式 ， 则 由 Abel 恒 等 


式 (2) 就 可 求 得 和 式 习 Go)7 的 渐 近 公式 . 
引 理 8 在 引 理 1 的 符号 和 条 件 下 , 再 设 

(6) A HO +rD, y<t<o, 

其 中 五 (是 区 间 [y, 四 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 


。 00 。 


Td 


DD 1-) OH OutR, Y), 


”其 中 


(8) Rs, WD = Fr Dr FW, 
证 由 式 《6) 及 分 部 积分 可 得 
| AG) fF Wu HO) f+) rl) fat 
=H(o)f (0) — HF -|fO HO) 
十 | GD 7 用 


由 此 及 式 (2) (6), 即 得 (7) 式 .了 
特别 是 , 设 a(m) = 了 则 4(%) = [四 ， 当 取 瑟 (z) -=z 或 


x 一 二 时 ,由 引 理 2 分 别 可 得 到 
(9) Bf- FO FO 
+ 人 一 因 ) fF (a, 


及 


Gd0 DF- DF) 
+ |B FC ds, 

其 中 

(11) bi(t) 一 t- 因 一 于 


公式 (9) 和 (10) 通 常 都 称 为 Euler 求 和 公式 . 
下 面 我 们 来 给 出 几 个 有 关 的 应 用 (本 章 仅 需要 引 理 8)， 
引 理 8 ， 


sr" 61 要 


(12) >3 二 一 Im w+y+0 (三 ) (v>1), 
其 中 
a 


证 在 式 (9) 中 取 y=1， f(t) 一 子 , 即 得 


1 1 re dt 
>3 寺 2 


< 


-no 一 | (一 内) 人 一 0- a 


+ Ge- 加 人 
由 此 及 
= 开工 
(14) of 人 因 ) 且 一 三 本 -二 
即 得 式 (12)、 了 
在 式 (14) 中 取 “= 土 立即 可 看 出 
(18) 1>7Y>0. 
7 通常 称 为 Buler 常数 , 由 计算 知 
y—0.57721566490.…. 
” 引 理 4 机 当 zz 之 2 时 ,有 


er 


a Bo a) 
其 中 
(17) m= (#— [1) 人 dt 


证 在 式 (9) 中 取 y 一 1，f() 一 同 妇 ,得 到 


» 62 。 


翌 -~- -| Ae at (oz [v1) A Une 


Le 


b(n t)*-1— Cn 
+ G9) 全 人 交感 


此 外 ， | Kt ee 
以 及 当 zw 之 2 时 ， 
| (一 [及 HD) ln) dt = o( mo) 


由 以 上 三 式 即 得 式 (16). J 
引 理 6 设 整 数 有 >1， wz>>y 之 1 我 们 有 


0 - = 


ro($(m$)). 


证 在 式 (9 中 取 J(D 一 了 (加 志 ) ,得 到 
, 避 
区 


+ a 


注意 到 
上 二 Cn 志 ) diT(m 二) ， 
I I -Ge 全 ]a 
< 人。 


及 


< 二 (Ia 2), 
y\ 了 
由 以 上 三 式 即 得 式 (18). 是 
作为 最 后 一 个 应 用 ， 下 面 证 明 带 余 项 估计 的 素数 定理 的 


等 价 形式 ; 
定理 2 设 4 为 任 一 正 数 .以 下 三 个 命题 是 等 价 的 ， 
(20) 0(w%)—w+0O (mr) (>2); 
CD bo) -or0 (ms) (>9)， 
其 中 . 
(22) Liw- | (z>2). 


证 命题 (20) 和 (21) 的 等 价 性 是 第 二 章 85(6) 式 的 直接 
推论 。 下 面 利用 定理 1 及 引 理 2 的 方法 来 证 明 前 两 个 命题 等 
价 ， 设 式 (19) 成 立 , 记 

Tw) = Liv+t+r(2), 
(2)=O (ms) 
代入 式 (4), 并 利用 分 部 积分 , 得 
9(%) — Livtrle))Ino— | Lit [rt) 乌 


-| tr(o)Ins— [rt) 0 
2 3 + 


-z+0 (mr) +0 (| gr) 


一 “十 ( (Sa) 


64 。 


这 就 证 明了 (20) 式 成 立 ， 反 过 来 , 车 (20) 式 成 立 , 则 用 同样 的 
方法 , 利用 (5) 式 可 证 明 (19) 式 成 立 . 了 详细 的 推导 留 给 读者 . 

这 里 引进 了 一 个 新 的 函数 Li w， 称 为 对 数 积分 不 难 证 
明 . 当 ww 宕 2 时 ， 


2 作 人 
G8) Lio- +| +0 (TS) 


一 般 的 , 对 任意 正 整 数 m 当 之 2 时， 
v 1 Eb! “at 
1 > [二 2 (lInt)"t1 十 Cn 


ov n—1 w . 
-让 (+ 之 cn) + +0 ( (nw)"t+?} ). 
其 中 C 为 一 个 和 2 无 关 的 常数 .〈 证 明 留 给 读者 . ) 


(24) Liw= 


$2 Mertens 定理 


下 面 证 明 Mertens 关于 素数 的 某 种 平均 分 布 的 三 个 重要 ， 
定理 一 一 -定理 1, 2, 3. 
定理 工 设 zx>1， 我 们 有 


GD BA -mao+O(CD 

(2) 32-neto(. 
证 由 第 2 章 87(9) 及 (2) 式 可 得 

(3) An) [2 |=-sIn s+0%). 


由 de6mmes 不 等 式 ( 第 二 章 § 8(1) 式 ) 得 


* 65 。. 


0< 3 Al(n) (2 [2))<w() <4% 
由 以 上 两 式 合 起 来 即 得 (1) 式 .由 (DD) 式 及 


> z 
一 之 ,2 以 < 和 广 + + “)Inp 


-PD A oo 


即 可 推出 (2) 式 .，] z 

应 该 指出 ，Je6smres 不 等 式 本 身 亦 可 由 第 二 章 $7(3) 式 
推出 ( 见 第 二 章 §8), 所 以 定理 1 实际 上 是 第 二 章 $7(3) 一 一 
yz) 的 基本 性 质 的 推论 , [第 二 章 $7(9) 是 由 87(8) 及 8 7(8) 
得 到 的 ]. 

由 本 节 定理 工 及 上 一 节 引 理 2 立即 推出 

定理 2 设 >2.、 有 


(4) -methto (Hs) 
其 中 41 为 一 常数 . 
证 在 81 引 到 2 中 取 a(o) = 一 人 ( 当 n 一 p); a(n) =0 


(其 它 )， 了 (一 二 9 一 名 以 及 玉 () 一 二 这样 由 定理 1 
知 7(i) 一 0(1), 并 得 到 
总 ,en) 


一 豆 二 | at | 
2 tlnt + 


,+ A 人 


。 66 全 


(5) 可 工 -Intnz+I-Inn2 


Pap 7 
”7(#) -三 0 
+|, Fim £1In2t dO (Ts ). 


取 
(6) Ai=1- mn2+| -2 a dt, 
以 及 由 7() =00) 可 得 
) 
| 二 -0 (2 ) 


这 样 , 由 式 (5) 就 推 得 式 (4).] 
定理 8 设 2>>2. 有 


0 Hl-3)- 和 + (nr) 

其 中 4; 为 一 常数 . 
证 ”由 于 
m4)+ )+ 二 | - 上 全 -< 


所 以 级 数 飞 (za (1 一 卫 ) 上 + 二 ) 收 伍 , 且 

(8) 及 (P+)- 和 -如 (二 ) 
rd (at) 
-4.+0 (sc) 


-4+0(3) 


gg) 和- 时 (m (+ 世 ) 


es .67 。- 


由 式 (4) 和 (8) 得 | 
加 有 (1- 攻 ~- 六 六 + 六 ("QF 


oy 


这 就 证 明了 式 (7), 且 
(10) As—A1—4s. 和 

应 该 指出 的 是 ， 从 素数 定理 由 (w)~% 出 发， 直接 利用 
Abel 人 恒等式 (或 51 引 理 2)， 并 不 能 推出 Mertens 的 这 三 个 
定理 ， 而 只 能 得 到 较 弱 的 结果 (读者 自己 推导 )。 这 也 可 看 出 
定理 1( 定 理 2 和 3 是 它 的 推论 ) 所 包含 的 信息 的 深刻 性 。 而 
定理 工 则 是 第 二 章 87(3) 式 的 推论 ， 所 以 , 水 (w) 的 性 质 ( 即 
第 二 章 $ 7(3) 式 ) 具 有 本 质 的 重要 作用 . 

在 下 一 节 中 , 我 们 要 指出 ; 从 定理 1 立即 可 推出 Te6sanea 
的 重要 结论 : 极限 

lim 2) 


车 存在 ， 则 必 为 4 而 在 $5 中 将 定 出 这 里 的 两 个 常数 4 与 
4,. 

在 结束 本 节 之 前 ,证 明 一 个 一 般 性 定理 , 定理 1 是 它 的 一 
个 特殊 情形 . 

定理 设 cm) 是 非 负 的 算术 函数 , 满足 条 件 


GD Han) [2]=arIn w+Oe) (vw>1), 
则 有 
(12) 5 LW 一 ano+OGD (z>1), 


LO 


(18) ia(n) 0 (vw>1), 


Li 


ea G8 。 


(14) 之 a(n) 三 Ca (2>x0), 


其 中 Ci.O。 是 正常 数 , zo 亦 为 一 正常 数 . 
证 显然 , 不 妨 假 定 wk 下 首先 证 明 (18) 式 , 然 所 证明 
(12) 式 , 最 后 证 明 (14) 式 . 设 
(5) A@)= Dow), SGC)- 翌 ao[ 二 | 
利用 zx(m 关 0 及 0 委 [2 赔 一 2[ 由 入 二 得 
(16) S(w) —28( 包 ) - 马 alw (| 宇 | _2 六)+. 台 a(n) 
A(z) _A ($)>0. | 
另 一 方面 由 条 件 ( 革 ) 得 
(17) S(%) -28 (2)-0C%). 


这 里 的 O 常数 和 2 无 关 ， 设 正 整数 有 满足 和 <z<2 这 
样 , 由 式 (16)、(17) 得 


4( 四 一 bp (4 (至 _4 (#27))<0: 加 名 <20s%, 
其 中 Cs 为 一 正常 数 . 取 O01 一 20s 就 证 明了 (8) 式 . 
由 于 
6 及- [+ 
由 此 及 式 QI1)、(18) 就 推出 了 (12) 式 . 
最 后 来 证 明 (14) 式 .由 式 人 2) 知 , 存在 正常 数 6， 使 得 


上 (oz) | 天 ce (2>1) 
这 里 7 (zy) = DEV Ino 


取 和 =e-01%0, wo 一 和 + 则 当 > 时, 由 (12) 式 得 
。 69 。 


2 一 一 ImX+Tr(o) 一 mr 办 > 演 一 mhX 一 2cc 一 了 
站 


因而 Dian) Ny ， > LA > (cvo). 
取 cs= 入 就 证 明了 式 (14). 

在 定理 和 4 中 取 a(m) 一 A(n), 则 由 第 二 章 §7(9) 式 知 条 件 
(di) 满足 (事实 上 ， 第 二 章 87(9) 式 比 条 件 (11) 要 强 得 多 ). 
所 以 式 (12),，(18)，(14) 均 成 立 。 而 人 2) 式 就 是 定理 十 式 
《18) 和 (14) 就 是 ge6anmep 不 等 式 . 

不 难 证 明 : 在 条 件 &(n) 之 0 下 ， 关系 式 (11) 和 (二 ) 是 等 价 
的 ， 因 为 由 式 (12) 可 推出 

之 )， on) =0O(%). 


详细 证 明 留 给 读者 . 这 也 就 是 说 , 定理 1 是 同一 个 比 第 二 章 
8 749) 式 所 给 出 的 渐 近 公式 弱 的 渐 近 公式 


G9) Ey (2)= Bl An) [二 | -zzo+O(e) (v>1) 
等 价 . 


$3 de6bliueB 定理 


定理 1 
(1) lim 9) 1 lm 也 人 


证 在 81 引 理工 中 取 ac(m) =A(m)， f(D = 地, 及 y 一 1 
得 到 
(2) > A -. 由 + 上 "也 2 dt 


和 


*. ?0 “< 


由 第 二 章 § 8(D 式 .本 章 $2(1) 式 及 上 式 ,得 

(3) (2 dt=1n s+0(D. 

下 面 用 反 证 法 证 明 (1) 式 左 端 不 等 式 . 若 不 然 , 则 有 3$>0, 使 
lim 1 一 1 十 3. 

所 以 存在 wo, 使 得 tzo 时 ， 
$6)> (+)t. 

因而 当 wwo 时 ， 

三 EAC a>| (1+3 $5) >(1+ 2 )(Ino— In wo) z 


=-(1+5)Imet0(D), 


而 这 和 (3) 式 予 盾 . ] 用 同样 的 方法 可 证 明 (了 ) 式 的 古 端 不 等 式 
( 留 给 读者 ). 
推论 1 以 下 三 个 极限 
lim yr (x) Es, lim ww， lim 业 (z) ， 


w= 化 
若 存 在 , 则 都 必 为 工 . 


证 由 定理 1 立即 挫 册 lim 业 &2) 车 存在 , 则 必 为 1 由 


此 及 第 二 章 85 定理 3 就 证 明 另外 两 个 极限 车 存在 , 则 亦 必 
为 1 了 


$4 实 变量 的 6 函数 


为 了 定 出 $2 中 定理 2 及 定理 3 中 的 常数 41 利 4。，， 需 
要 讨论 Euler 所 首先 研究 的 实 变量 的 6 函数 : 
。71 。 


(D) C0)- 避 襄 (o>1). 

当 ec>1 时 ,， 式 人 中 的 级 数 显 然 是 收敛 的 ， 在 第 八 章 中 我 们 

将 进一步 研究 这 个 函数 ，Euler 证 明了 下 面 的 乘积 公式 : 
引 理 1 设 c>1 有 


oo 一 芋 
pi n” -了 (1- Vd ;) “ 
证 对 任意 的 z>2， 有 
工 
和 (高) -二 + 志 +- 小 
二 式 右 册 是 有 展 个 收 误 正 项 级 数 的 条 可 所 以 可 照 通常 的 乘 
法 乘 出 来 , 并 按 任 意 方 式 聚 项 。 这些 项 的 形式 为 
工 、 
(PEPE ES) z 
其 中 每 一 个 os 可 分 别 取 0, 1, 2， 3 是 不 超过 
w 的 所 有 素数 . 由 算术 基本 定理 ( 即 第 二 章 $2 引 理 了) 知 ,这 
些 项 是 两 两 不 相同 的 ， 所 以 ， 当 o>1 时 ， 必 有 
1 1 < 1 
工 一 焉 人 + 记 +- 丙 二 < 回击 ， 
这 也 证 明了 《2) 式 中 的 无 穷 乘积 收敛 ， 另 一 方面 显然 有 (人 参看 
第 二 章 §1 下 理 4 的 证 明 ) 
/ 1 1 Nl 
HL( PD” po )> 习 9 “ 
令 2 一 co, 由 以 上 各 式 就 推出 等 式 (2).、] 
下 面 利用 Euler 求 和 公式 〈 即 $ 1(t0) 式 ) 来 求 5(c) 当 
G 一 1 时 的 渐 近 公式 . 
引 理 多 设 5>>0, zz>T 有 


6 


1 1—w- /1 
8) Dns- t+7y+ 0() +0 (5s), 


(2) 


Lr 


。723 。 


其 中 O 常数 和 3、z 无 关 ,7 为 Buler 常数 . 
证 在 8$1(10) 式 中 取 f() 一线!17*, y 一 1 得 到 
一 [t] 一 夺 - 


一 
1 1 一 2 ,1 4 2 
四 有 


1 
1—w* pr 
于 + 一 G+5)|。 ED % 


+0 (Fs). 


由 于 1 一 $= eas ti 所 以 


| nl zt| <|. 一 nt gq;—0(8). 
由 以 上 两 式 即 得 
1 
Br 
+0(8) +0( 5)， 


由 此 及 $1(18) 式 即 得 (3) 式 . 了 
在 式 (3) 中 令 6 一 0, 即 得 102) 式 . 而 令 b> co 得 到 
渐 近 公式 : 


(加 5G+5) = 二 +7+0CG) (8>0). 
出 此 得 到 ln 6 (+6) 的 渐 近 公式 
(6) In zs) 一 Im +0(8) (8>0). 


”但 另 一 方面 ， 从 关系 式 (2) 可 看 出 ，In 6(1+5) 的 主要 部 份 应 
是 


。73 。 


> 
而 它 的 渐 近 公式 可 由 Abel 和 等 式 六 的 渐 近 公式 得 到 ， 
比较 由 这 两 种 方法 得 到 的 渐 近 公式 ， 就 可 定 出 常数 4 
为 了 求 出 之 2 的 渐 近 公式 ， 需 要 先 证 明 Euler 常数 
的 一 个 著名 的 积分 表示 式 : 
引 理 3 z 
(7) 7 
证 利用 等 式 
翌 天 -让 | 一 w 二 二 
Tae ee 
由 § 1(12) 式 可 得 
(8) 站 [全 | 
tof-G- 和 2) ] 坚 -下 (4 和) 时 
昌 娄 和 的 不 等 式 %> 1 可 得 
o>(1-2) (wv<n), 
“>(1+ 名 ) (z —n%). 
进而 , 当 jz|<wm 时 ,有 
(9) 0< eo-(1—2) =o [1~e (1-2)] z 


ae T4 。 


二 式 最 后 一 步 用 了 不 等 式 
TI 一 wy< (一 力 "” (0<y<1). 


由 (9) 式 可 得 z 
-全 |] 多 -4-9 党 
1 1 
-J eIn 3 de, 
i (1- 筷 ) | 2- Gz 一 -人 eIn LT dw, 


由 上 而 式 及 (8) 式 即 得 式 (7). J 
引 理 人 和 设 6>>0, 有 


1 1， 1 
(10) Bar- y+0(8 ms), 


其 中 O 常数 和 6 无关. 


证 在 Abel 人 恒等式 ( 即 §$1 引 理 1) 中 取 (6) 一 ,YY 


2, 及 a(n) -人 2 和 
ot 
Bi 六 二 +5|. 安 广 用 
由 此 及 $2 定理 2 得 到 


(Ul) 总 ! i 一 orain lnz 十 8 J in Int di+ As 
i- 寺 


+0 (2 )+0 Gj 全 a)-+008), 
令 2 一 co, 得 


1 
(12) > pi 


oo EE -8—1 
-3| £3-11n Int Adt+ Ai+0 (六 dt). 
号 : _ a 


。75 。 


2 _6- ， 1 _ 
由 于 fs :mntatl<| I (Hs) ~00) 
所 以 , 作 恋 量 蔡 换 ! 一 ee 得 
5| tIn Int d=-8 | tIn Int dt+ OC) 
-| en du .008) 
~—7y—ln6+0(8), 
最 后 一 步 用 了 0 中?) 式 ， 此 外 ,由 分 部 积分 得 
8 ， 和 形 一 一 32? In jn2 十 53 | tnIntd 
由 以 上 两 式 及 (12) 式 即 得 (10) 式 .1 


$5 常数 的 确定 
定理 1 $2 定理 2 中 的 常数 
®D 7 


$2 定理 3 中 的 常数 
(2) As=Y, 
证 设 3>0, 由 84 引 理工 知 


Int(18) =- -Bin (1- zr) 
一 之 DIT mz 一 避 [n (1 -sn)+ a 
由 $4(6) 式 和 $4(10) 式 得 
(3) 4417+ 之 |m (1— 


» 76。 


js) + +0 G In 3). 


由 于 当 3>>0 时 ， 
1 1 1 1 
(Bn) Fr |p Fp 
所 以 (38) 式 中 的 级 数 对 3>0 一 致 收敛 ， 因 而 对 (8) 式 取 极 
限 5 一 0;, 即 得 (1) 式 .由 (1) 式 及 $2(9) 式 , $ 2410) 式 即 得 
(2) 式 . ]】 
由 数值 计算 知 


A1 =0.26149721.. 
> 翅 ) 上 + 三] 一 一 0.81571845.…. 


区 


在 结束 本 章 的 时 候 ， 我 们 应 指出 这 样 一 个 事实 : 在 
Mertens 的 第 一 个 定理 中 ， 所 得 到 的 渐 近 公式 没有 定 出 党 数 
项 ， 那 末 能 否 证 明 
(4) 5 A In wt Astoll) 


LL 


呢 ? 可 以 证 明 上 式 和 素数 定理 是 等 价 的 ， 且 44 - 7， 这 是 
下 一 章 的 内 容 之 一 . 


第 三 章 习 题 


1. 由 等 式 习 _aCm)f(m) 一 灵 ,akm)(7Cz) 一 矿产 G9as ) 出 发 , 用 交 
痪 求 和 号 与 积分 号 的 方法 证 明 §1 引 理 1. 
2. 芳 素 数 定理 成 立 , 则 有 
(a) Sl Lln ln “ (Cb) pA lnp ing. 
Pes 1 Pp 
[提示 : 利用 $ 1 引 理 3]. 
3. 设 8>1 证 明 当 z>2 时 ,有 
Ann) 一 br) nw) rior dn 2)* 1), 


其 中 0 常数 和 天 无 关 . 
4. 设 0<<IT， 证明 以 下 三 个 命题 是 等 价 的 ， 


。77 。 


(a) w(x)=Liw+O(C(rexp( —ce(ln 2)*)); 
(b) OC(x)=7%+O(rexp(—ca( In x)”)); 
《ce) 册 Cz) 一 2 十 DO(zexp( 一 ca(nz) ))， 
其 中 ct，ca， ca 为 正常 数 . 
5. 设 遇 (z) 二 # 一 7 一 ly 为 Baler 常数 ， 试 证 明 
T= Hn (2)=zIn 7 -z+0(1). 
由 此 推出 存在 正常 数 4, 使 得 由 (x7) 专 4x. : 
[提示 :利用 由 (2) 一 (2) 一 a (三 ) -ma 人 (二 ) | 
6. 设 和 为 正 整数 ， cm 一 工 十 于 十 … + 二 fa。 斌 证明: 
(a) cm>0; 


(by 0 一 cm 一 Cnt1< 二 林 本 


Ce) 极限 lim (Bt- In z ) 存在 ; 
Cd) 8 1(12) 式 成 立 . 
7- 设 整数 8 关 1。 试 证 明 : 当 z 冯 工时 , 有 
ln*% zz _ (nw)*t? Jnx 
名 五 tr ett0 (于 z -二 
其 中 入 由 8IG7) 式 给 出 ,ou 为 一 常数 . 
8. 求 习 元 I 也 的 渐 近 公式 . 
9. 证 明 § 1 中 的 (23) 式 及 (34) 式 . 
10. 设 ao2) 是 非 负 算术 函数 。 试 证 明 8 2(11) 及 8 2(12) 等 价 . 
11. 若 当 z>2 时 ,有 
会 jp)IaD=(az 十 Dazy 二 cz 十 OCT)， 


则 存在 常数 4, 使 当 Y 之 2 时 ,有 
> az+(ato (+ 并 7 1) 
+bninz+4+0 (Ts). 
12. 设 S(z)(z 之 1) 是 实 值 肖 数 ，8《x) 是 它 的 广义 M6bius 变换 ， 试 证 
.78 。 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


明 : 车 5(z)~cz， 4x 一 十，c 为 一 正常 数 ， 则 Q(z)~crIn%， 


交 一 > 十 ce . 


-0 (os) z>>3 
]nY “ 


、 工 工 
有 一 一 一 一 
证 明 名 DD 0 (ss ) ?> 


试 证 明 存 在 常数 6, 使 当 z>2 时 ,有 


_23Y_ 5c : 1 
,Ll 3)- lIn2% +0 ts) 


试 证 明 : 当 整 数 N>4 时 ,有 
六 0 N). | 

[提示 : 六 的 素 因 子 个 数 等 于 OUQnN). ] 

和 当 > 工时 , 有: 

(a) 区 ba 


(ogo) 
_ (a) _ & A(n) 
0) 一 到- 六 


六 


-2; (5) to= 乌 


CC2》 。 


2 ” 


es TO 。 


第 四 意 * 
素数 定理 的 等 价 命题 


索 数 定理 有 许多 等 价 命题， 我 们 将 证 明 以 下 三 个 命 古 与 
索 数 定理 小 (z) ~z 等 价 
(A) 帮办 = 加 wo -oo (o> 00), 


(B) HEV 0) (一 co)， 
(0) DAW-ytoD) (o>0%). 


 §1 命题 (4) 与 素数 定理 等 价 


引 理 1 设 | 
GD Ho)— Hunn (o>1). 
则 命题 (4) 与 命题 
(2) H(w) =0(¢ In w) 
等 价 ， 
证 由 Ahel 和 恒等式 (有 即 第 三 章 81 引 理 1) 易 得 
(8) 五 (z) =M(%) mo 一 | 2 ot 


一 Mo)Inz+TO(c)， 
最 后 一 步 用 了 显然 估计 | 用 (4) |<b, 纺 革 由 式 (3) 立 即 推出 
引 理 成 立 ，】 . 
。 80 。 | 


下 面 证 明 ， 

”定理 1 车 素数 定理 成 立 , 则 命题 (4A) 成立. 

证 ”由 引 理 工 知 只 要 证 明 式 (2) 成 立 ， 由 第 二 章 § 6(6) 
式 , 可 得 


-= 六 避 xDA( 引 -加 () 避 4( 生 
一 来 md) 由 (号 )， 


这 表明 由 (2) 是 一 五 (w) 的 广义 M6bius 变换 ， 设 
(5) Ce) =w(i+r(e)). 

车 素数 定理 成 立 , 则 

《人 6) rlo) suplr(W))I~oD) (一 co)， 


显 见 (w) 是 正 的 递减 函数 ， 由 式 ( 和 和 (5) 得 
OD -HO-HnD)s+D uD) Sr (4) 
利用 第 二 章 $ 6(9) 式 , 得 到 


(8) 加 we)S-1T 二 习 w(a)(S 一 | 号 j)-0(o)。 
对 任意 正 数 4>1, 有 


(9) | 又 wa 号 "( 吨 )| 


<|, 习 z(O 呈 (和 号 )|+ /和 二 > )5 7($)| 
<r(4)Jzlnz 二 4r. 
由 以 上 三 式 可 推出 , 对 任意 正 数 4, 有 


亚 | 交 各 | sr 
出 此 及 (6) 式 即 得 (2) 式 . 】 
* 81. 


为 了 也 命题 (4) 推出 素数 定理 , 先 要 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 2 设 d(m) 是 除数 函数 , 则 有 
(10) Sd) =z Inwt+(2y—1)2+ OC(V ss ), (vw>1), 


其 中 7 为 Buler 常数 . 
证 由 
之 dm- 一 之 1 一 > 


Klem 


,之 > Tt > 2 1 > >> 
-, 怠 [$+ [FV 


KB z 
-2¢ 5 LT_w+ OCC/E), 
keV 万 


由 此 及 第 三 章 $ 1(12) 式 就 推 得 式 (10)， 了 
附注 这 里 用 的 求 和 方法 通常 称 为 双 曲 型 求 和 法 。 它 适 

用 于 求 如 下 型 式 的 二 重 和 ; 

(11) 习 7G0DgCGD)， 


它 把 变数 有 【看 作 平 面 上 的 整 点 ,一 般 把 区 域 1 和 8W<z 中 的 
整 点 作 这 样 的 分 划 ; 设 w==yz, y 之 1,，z 之 1， 一 部 份 为 1 志气 
yw/h 一 部 份 为 <I<z, I<h<w/b, 但 还 要 减 去 它们 
重复 的 一 部 份 :1<7<2， 1<1<z, 即 


Ga) FWID ~ Rf DB yD) 
1<1< 先 
+ 2 9(D) 之 fh) 


名 ,大介 ,全 .9(D)， 
在 引 理 2 中 取 的 是 y=z= ~ 2. 这 种 求 和 方法 在 下 面 还 要 用 
到 . 
。83 。 


定理 2 若 命题 (4) 成 立 , 则 素数 定理 成 立 . 
证 首先 求 wo) 一 [四 的 广义 M6bius 变换 ， 由 第 二 章 
$ 7(3) 式 及 


> |= > 冲 避 1= dm) 


可 得 
如 (YE)-[ 人 = 如 (nn-a0) 
=——2y%+ O(V %), 
最 后 一 步 用 到 了 第 二 章 87(8) 式 及 (10) 式 . 因此 得 到 
6 遇 ( 全 于- 昌 oorao +2 
一 0O(w zz). 


设 5( 一 IJnom 一 CCn) 十 27， 
(14) B(s)= Bb) =O ah) 
由 式 (18) 及 广义 Mbins 反 转 公式 ( 即 第 二 章 8 6(3) 式 ). 
得 
(15) yD) [+27 = BB (EE) 
一 2 pL(m). 


再 利用 双 则 型 求 和 法 来 计算 右 端 的 和 式 ， 设 w=yz，y 之 1 
Zz 之 1, 以 及 


(16) 7(w) —sup [MM 的 1 
当 命 题 (4) 成 立时 ， 
(17) 7 (ww) ->0 (wu —> o0)., 


这 样 , 由 式 《12) 得 
SB3 。 


Bp) bm) 
一 习 woB( 三 ) 上 + 加 DC (名) —M(y) Bz) 
«BYEtr sD +r Vzoy). 


这 里 用 了 (4) 式 及 (16) 式 ， 由 此 及 (15) 式 ， 并 利用 w=yz, 得 
由) 一 [2 十 27 


化 w [5 (Cm) | w 
< 二 17( 人 jo 加 一 +0 ( 谍 ) 
对 任意 国定 的 x 宇 1, 由 (17) 式 得 
«< 
由 于 “的 任意 性 , 即 推出 了 素数 定理 ，] 了 
这 样 ， 由 定理 工 和 定理 2 就 证 明了 命题 (4) 和 素数 定理 


的 等 价 性 . 


$2 命题 (4) 与 命题 (8) 等 价 


本 节 要 证 明 命 题 (8) 与 (4) 是 等 价 的 , 因而 由 上 节 结 果 知 
它 亦 与 素数 定理 等 价 . 

定理 车 命题 (2B) 成 立 , 则 命题 (4) 亦 成 立 . 

证 由 Abel 恒等式 ( 即 第 三 章 31 引 理 1) 易 得 


DA 
若 命 题 (8) 成 立 , 则 由 上 式 得 到 
Mo =0(%) — {To(D at=0(%) 


(请 读者 把 上 式 最 后 一 步 加 以 严格 证 明 )， 即 命题 (4) 成 立 。 卫 
。 B4 。 


定理 8 车 命题 (4) 成 立 , 则 命题 (3B) 成 立 . 
证 ”由 第 二 章 8 6(9) 式 ,可 得 
@ + 
下 面 证 明 
(3) 4=- 翌 pn (全 -| 二 | )-o@， 
设 0 及 一 一 国 , 800<38 一 1 为 任 一 正 数 ,有 


[rr 


[2 


~—0(82) — M( [S21)5 ( 


亿 


[82] + 
+ (0 (EE) -5 (tI) 


+ Ma)5 (Ee) 


r+ wr [Lor1) 2， 


(二 -5) | 
这 里 rw) 由 SIT(16) 式 给 出 , 并 用 到 了 8 (-2-)<-6。 二 


(2)-5 (34) 


bo 
下 ,2 ([2| 和 5 j)<s 二 
所 以 从 以 上 两 式 推出 
和 [<8+ 瑟 r([5z]) 十 过 
因而 从 命题 (4) 成 立 可 推出 ， 


(2%__% 
<, DD,,( 入 -I) 


和 


。 85 。 


-4 


lim 5, 


出 6 的 任意 性 ， 即 得 (9) 式 ， 击 国 趟 及 四 式 就 证 明了 命 古 
(B) 成 立 ，] 


$3 命题 (COC) 与 素数 定理 等 价 


定理 1 车 命题 (0) 成 立 , 则 素数 定理 亦 成 立 . 
证 在 第 三 章 $1 引 理 2 中 取 d)= 人 9, (一 by 一 
DL 及 了 刁 () 一 Int 一 7 再 设 
5 A ny z 
A 一 和 wo 一 7 十 r(O)、 


得 到 2) 一 必 一 工 十 2 (C) 一 7 一 | ra. 
当 命 题 (0) 成 立时 ,7(w) =o( 了 DD), 故 由 上 式 即 得 
(w) =w+toly), 
这 就 证 明了 素数 定理 台 

定理 2 若 素 数 定 理 成 立 , 则 命题 (CO) 亦 成 立 . 

证 ”由 

z 
ES)-[s]+») 
= {2 CC —D+2y} 
RE jag 


- 习 刀 (Leo -rt 


Rw 齐 志 妆 A 入 


-如 (4(Gm -1+27 [ 却 ])[2]. 


设 alm)=ACm) 一 1+2y[ 二 |. 2G)- -四 下 面 证 明 ; 当 


。 86 。 


素数 定理 成 立时 , 必 有 
(2) ho Dom)D (2)=0(%). 
当 素 数 定理 成 立时 , 必 有 
(3) Ale) 一 之 alm) =0(%). 
此 外 , 由 de6srmes 不 等 式 知 
(4) pa laCm) | wz. 
以 下 推导 和 $2 定理 2 中 估计 所 完 全 一 样 . 这 里 只 是 以 
olm) 代 替 那 里 的 jw)、， 而 为 了 估计 和 4 仅 要 用 到 AM(w) = 
OZ) 及 之 1 wm | < 在 这 里 由 (3) 式 及 ( 儿 式 知 亦 满足 . 所 
以 (2) 式 必 成 立 . 

由 式 (2)、(1) 及 $ 1(18) 式 即 得 

AGEL Od) 


-ta(v(E)- [E+ )-e0 
由 此 推 得 
(5) DA yo(D). 


Pia 


进而 由 上 式 及 第 三 章 $1(12) 式 就 推出 命题 (0O) 成 立 ， 
素数 定理 的 这 些 非 明 显 的 等 价 命题 表明 ， 我 们 有 可 能 给 
出 素数 定理 的 各 种 各 样 的 不 同 的 证 明 ， 


第 四 章 习 题 


1， 设 <z2， 试 证 明 : 使 得 
S51 0) dn) 


nxs 


2. 试 证 明 ; 当 x 之 1 时 , 有 


一 杞 工 ]m2 w+2y ln z+et+OCw ln 2 


“0.87 . 


l= oz OC(V FT). 
Fax. 3[E]- ee] 


， 设 @Go) 表 示 汪 的 全 部 素 因 子 个 数 (如 QC2) =1, 0(4) =2, OC6) = 
2), Q(1) 一 0)，、 定 义 Tiouyille 函数 和 (nw) =(--1)2m， 试 证 明 ， 
Ca》 (Co) 是 完全 可 乘 函 数 ; 

(B)》 设 思 的 一 习 X2)， 则 当 m 一 me 时 ，No) 一 1 当头 时 ， 
hn) 一 0 

. 车 九 9 为 可 乘 函 数 , 则 习 fC9)g (如 


pn) = 蜀 OA 货 5 


， 斌 证明 命 题 (44) 到 (2 一 oz 和 命题 CD)ZCz) 一 这 A(z) 一 o《z%) 等 


 ) 亦 是 可 乘 函数 ， 由 此 证 明 


价 ，| 提示 : 由 命题 4) 一 命题 (D) 时 , 利用 第 3 题 (2 推出 的 


XIO= 癌 1CG)h( 邹 )， 
及 在 双 曲 型 求 和 法 ( 即 $1(12) 式 ) 中 取 9 C1) 二 p09, joy 一 1 ， 
y= 二 x2/3, g 二 213; 而 由 命题 (D)- 命题 (4) 时 ,利用 第 4 题 可 得 


BD= Bp) DD DD) ,DD +oCz)|. 

. 试 证 明 忆 人 = 二 号- 灶 人 

. 试 证 明 , 素数 定理 等 价 于 积分 |”- 业 所 = Qi 收 化 ， 这 积分 车 收 
黎 必 等 于 一 7 一 1 


第 五 章 
第 一 个 证 明 


1949 年 A. Selberg 和 P. Erd5s 首先 不 用 复 变 肖 数 论 
知识 而 仅 用 初等 微 积 分 给 出 了 素数 定理 的 第 一 个 真正 的 初等 
证 明 . 下 面 就 给 出 经 过 简化 了 的 Selberg-Erd5s 的 证 明 . 


$1 证 明 的 想法 
首先 谈 谈 这 个 证 明 的 想法 ， 在 第 二 全 $7 中 曾经 证 有 明了 
由 (oO 的 广义 M6bius 变换 工 (ze) 等 于 In([w]1)， 且 有 渐 近 公 
式 ( 见 第 二 章 §7(3) 式 和 (9) 式 ), 当 w 和 > 时 ,有 
(1) Ey (2)=T) nl!) 
~wlInz—w+O(In ww). 
如 果 有 一 个 相当 简单 的 函数 小 (2)， 它 的 广义 M6bius 变换 
Tj(w) 的 主要 部 份 亦 为 zzInw 一 w, 则 就 有 理由 期 望 加 (w) 也 是 
由 (wm) 的 主要 部 份 ， 由 第 三 章 $1 引 理 3 知 , 我 们 可 取 
(2) : Wi(w) 一 2 一 7 一 并 
这 样 , 当 zw 之 1 时 , 有 
(8) Dh)-T) -E71) 
=%Inw—wt+O(). 
由 (四 式 和 (38) 式 相 减 , 得: 当 z 关 1 时 ,有 
89 。 


(0) Te) T(z) = DH 5 {4 (2)-w(2)} -00ne). 


这 表明 差 册 (2) 一 各 (2) 一 上 (2) 一 (2 一 7 一 1) 平均 起 来 是 很 小 
的 ， 关 于 这 个 差 本 身 ， 利 用 广义 M5bius 反 转 公式 ( 即 第 二 章 
$ 6 引 理 38) 我 们 由 ( 鸭 式 仅 能 得 到 


(0) (2)- (2)} 


< 也 二 < 马 1 (2 «oe. 


这 实际 .上 就 是 早已 证 明 的 He6smies 不 等 式 (这 里 又 给 出 了 一 
个 证 明 ) . 

划 田 一 方面 ,对 任 给 的 正 整 数 1 当 用 (7(2) 一 Ta(z))Inz 
去 代 埠 了 (oo) 一 ZI (2) 时 , 仍然 有 合计: 
(6) 2 Wn) {7 ( 对) 一 Ta (名 2)}(In 2) 


< 马 (In 2) < 总 (2 «eo, 
我 们 可 以 期 望 : 以 《T(z) 一 Ti(z))In'w 为 其 广义 M6bius 变换 
的 函数 应 该 和 (小 (2) 一 上 示 (%))In'w 差不多 ， 如 果真 是 这 样 的 
话 ， 由 式 (6) 就 立即 推出 素数 定理 ， 这 就 是 Selberg 的 想法 . 
他 考虑 了 71=1 的 情形 , 得 到 了 著名 的 Selberg 不 等 式 ( 见 下 节 
的 定理 1)， 为 素数 定理 的 证 明 葛 定 了 基础 ， 卫 . Bombieri 考 


谍 了 一 般 情形 ， 推 广 了 Selberg 不 等 式 ， 证 明了 对 任意 正 数 
4 有 


bo) 0+0 (th) 
这 将 在 第 七 章 中 再 作 简单 的 讨论 ， 
* 0.。 


$2 Selberg 不 等 式 


Selberg 不 等 式 最 简单 的 证 明 是 由 Tatuzawa 和 和 J]seki 
《[ 巧 7 给 出 的 .他 们 证 明了 以 下 的 一 般 结果 : 

引 理 1 设 了 (wmw)、G(z) 是 定义 在 sw>1 上 的 函数 ， 
F(D=G(D). 车 


(1) Go 一 EP (2) (o>l), 


则 当 z 宇 1 时 , 有 
@) Pnot DA (和 2)= Eu (2) 也 


反 过 来 , 若 式 外 成立, 则 式 上 亦 成 立 . 
证 “车 式 (1 成立 , 则 有 


Dp) m2 HpmWmn2 DF (2) 


em/ nn 
-让 了) 六 Dm 


-了 “加 了 (时 ) 如 ww 
-六 ?ED 


利用 第 二 音 $ 3(6) 式 及 第 二 蔓 $ 6(5) 式 ,由 此 即 得 (2 式 . 
反 过 来 , 若 \2) 式 成 立 ,， 则 由 广义 M6bius 反 转 公式 (第 二 
章 $6 引 理 8), 可 得 


Gv)In w= 习 居 (2)m 元 十 SY AC(m)F (2 


Mr/ 


me? (SE)- 加 7) 


及 心间 


es 91。 


+ 加 了 ( 吕 ) 习 4()， 
由 此 及 第 二 童 § 6(4 式 好 得 
Glw)Ins~Ino BF(E) (w>1). 
注意 到 G(D) = 了 (D), 这 就 证 明了 式 (1). 

这 结 嵌 表明， 以 G{w)Inzw 为 其 广义 Mobius 变 拨 的 丁 数 

不 是 了 (ww)Inw， 而 还 要 多 出 一 项 
马 A4W P(E). 

下 面 证 明 Selberg 不 等 式 ， 

定理 1 对 z>>1 有 
(8) 他- 四 me 二 习 4(o) (Vy(2) -2)=00%). 

证 在 引 理 工 中 取 F(z) 一 (2) 一 (z 一 7 一 1), 由 $1(4) 
式 知 ，G(z) =T 了 (wz) 一 T(zw)， 这 样 由 引 理 1 和 估计 式 $ 1(6) 
人 一 了 得 到 

(Yo) 一 (一 7 一 二 )Ino 
+ AE) (7) 
由 此 及 de6smes 不 等 式 即 得 式 (3). 1 

利用 Merterns 定理 (第 三 章 82 定理 1), 由 (38) 式 得 

(dD) wo Inc 二 SAE)-20Ine+0(%). 


下 面 证 明 Selberg 不 等 式 的 另 一 等 价 形式 ， 
定理 4 对 z> 半 有 
(5) 之 /s(n) =2rInz+O (x), 
其 中 
» 94。 


(人 4-400inn+ DAWA 
证 用 (zw) = 室 4(9 代 入 (g 式 得 
(7 2¢Inw+0(%) 
~—1n 7 bn) 十 之 4 ,tm) 
一 有 2 2 A+ DD A AnR)). 

此 外 , 由 Abel 恒等式 (第 三 章 §1 引 理 起 易 得 

FACn)Inn— be) mo—| dt 
(8) = 沙 (c)Inz 二 Oo)， 


最 后 一 步 用 到 了 de6smes 不 等 式 ， 由 以 上 两 式 即 得 (56) 式 . 3】 
利用 第 二 章 57(8) 式 , (5) 式 可 写 为 


(9) Eh) 2Inm) =0(%). 
这 表明 As(nm) 和 2 了 nw 差不多. 
由 于 多 出 了 一 项 
SAW (EL) -2), 


从 Selberg 不 等 式 (3)， 并 不 能 立即 推出 素数 定理 。 那么 ， 
Selberg 不 等 式 究竟 给 了 我 们 什么 讯息 呢 ? 
为 简单 起 见 , 设 误差 项 
RW) 一 由 (2) — 2%, LT2; 
(10) {o 0<<z 一 2. 
这 样 ， 素数 定理 就 等 价 于 证 明 ; 
(11) lim 人 一 0， 


化 ~>co 


由 Mertens 素数 定理 (第 三 章 $2 定 理 1) 
‘ss 9093。 


(12) 之 (vw>1), 
可 得 
:A -9-4 A 
=0(%). 
所 以 Selberg 不 等 式 (38) 可 写 为 
(18) Ron w+ BI An) R ( 鱼 ) < 
或 (由 于 RC(y) = 0，0<y 一 了) 
(18’) R(w)In w+ p> A BR (2 je : 
定理 3 对 xz>>2 有 
(14) yD A 2 
+0O((Ins) )). | 


证 以 和 Go) 记 (18) 式 的 左 端 ， 有 
Zo)Inw— DA) Z(2) 
-Rinsetino® AE (2) 
-如 4609R (SE) 
- 翌 4(0 习 4(CoDR(-2 ) 


-Rr)In? gy 
+BARmE DA) Am))R 的 


s 94 。 


而 由 (3) 式 及 (12) 式 可 得 

Zw)In zc 一 加 A Z(2 )<2Inwte. > A 

‘<<w lnw,. 
因此 ， 
有 (cz)Imn2z 一 一 之 (AlEkIInk 
— DAL) A) R(Z)+OIns). 

两 边 取 绝对 值 并 利用 式 (6) 得 到 
(15) |R(o) lInro< DAs (b) |B (2 ) +o Ins). 

这 就 证 明了 式 (14). 
| 
-Lan) _ 工 

(6) 二 2 2) _1+0 (去 一) (¢>2). 
这 样 ， 大 体 说 来 ， 不等式 (14) 的 右 噶 的 和 式 是 | 玉 C6) | /6 的 一 


种 加 权 平 均 和 , 而 不 等 式 (14) 表 明正 值 函数 | 已 (e) 1/s 不 大 于 
它 在 自 变 量 不 超过 zx 的 值 : 


v， 


3: BT 
上 的 值 的 一 个 加 权 平 均 和 .， 从 直观 上 看 ， 这 种 函数 应 该 是 不 
汤 减 小 到 零 的 ， 通 过 细致 的 分 析 学 上 的 讨论 ，Erd6s 首先 证 
明了 这 一 点 , 为 完成 素数 定理 的 初等 证 明 作 出 了 贡献 . 
应 该 指出 ， 由 Selberg 不 等 式 ( 取 (18) 式 的 形式 ) 本 身 可 
以 得 到 
RW| 1 4) Rs)| 革 怠 
(17) [eo)] <T 忆 +0( ). 


如 


由 于 (19) 式 , 这 结果 和 (14J 式 有 类 似 的 意义 ,不同 的 只 是 把 权 
全 换 为 亿 名 2， 但 这 二 者 之 间 的 一 个 重要 差别 是 , 对 于 
As(n) 本 身 我 们 有 渐 近 公 式 (5)， 而 对 于 4(n) 本 身 的 相应 的 
渐 近 公式 正 是 我 们 所 要 证 明 的 崇 数 定理 ， 正 是 由 于 对 /s(n) 
本 身 有 浙 近 公式 ( 瑟 ， 才 使 我 们 有 可 能 从 (14) 式 证 明 (11) 式 ， 
即 素数 定理 ， 

还 有 , 由 于 了 芭 了 绝对 值 , (14) 式 比 Selberg 不 等 式 本 身 所 
包含 的 讯息 减弱 了 很 多 ， 因而 也 就 存在 着 利用 Selberg 不 等 
式 , 作 更 细致 的 讨论 来 得 到 对 余 项 Re) 的 阶 的 更 精确 的 估计 
的 可 能 性 ， 在 第 六 章 中 要 作 这 方面 的 讨论 ， 

最 后 , RC2) 是 一 个 未 段 连续 函数 , 讨论 起 来 比较 麻烦 . 数 
学 上 的 一 个 重要 方法 就 是 所 谓 “光滑 化 > 方法 ， 即 先 把 这 个 不 
连续 函数 转化 (通常 是 通过 各 种 类 型 的 积分 ) 为 足够 次 可 微 的 
函数 来 处 理 , 然后 回 过 来 对 原 有 的 函数 推出 记 要 的 结果 ， 这 
样 的 讨论 往往 会 变 得 简洁 些 ， 在 这 里 , 我 们 将 引进 函数 
(18) So 一 | 2 (o>0). 

关于 直接 利用 忌 (z) 的 素数 定理 的 证 明 ， 可 参看 华罗庚 , 


[3] 第 九 章 8 7; 闵 疝 稚 : [ 嫩 第 一 篇 第 三 章 ; Hardy 和 Wright 
[1]§ § 22.14~22.16. 


$3 问题 的 转化 


由 上 节 (18) 式 所 定义 的 函数 (2) 显 然 具 有 以 下 的 性 质 ， 
引 理工 S(z) 是 定义 在 % 汪 0 上 的 逐 段 连续 可 微 函 数 ， 
(全 SC)=0 (0<z<2) 
* 96 。 


以 及 存在 正常 数 C1) 使 得 : 
(2) [|S(z2a) -Sci 和 cc 一 cl (v1>0, zs>0), 
特别 地 


(3) IS(w) [|<ewm (2>0). 
证 由 deftmmes 不 等 式 知 , 存在 正 数 ct, 使 得 
(4) [RG I<ot (>0). 


由 此 ， 从 $2(18) 式 即 得 (2) 式 ， 在 @) 式 中 取 wi 一 0 即 得 式 
(8)， 其 他 的 结论 是 显然 的 
下 面 证 明 由 函数 S(z) 来 表述 的 素数 定理 的 等 价 形式 : 
定理 1 § 2 中 命题 (11) 式 与 命题 

m S(%) -0 


(5) sim ~ 
等 价 . 

这 是 一 个 经 典 的 Tauber 型 定理 ”的 直 撑 推论 ， 下 面 先 
证 明 这 个 fauber 型 定理 . 

引 理 2 设 /是 定义 在 wwvo 上 的 实 函 数 ， 在 任意 区 
间 [wo, 2] 上 可 积 , 且 xj 是 递增 画 数 ， 那 末 , 若 


(6) lim 二 二 人 Jo)dau 一 ww 则 
(7) lim af (2) 一 C-。 

证 设 S40<S 一 1 年 任 等 的 下 用， 由 xj 的 递增 性 
知 , 当 zw 这 wo 时 ， 


Za ots<) ~ fF au 
<(1+6wf((1l+6)2)1log (1 +6)., 


关于 Tauber 型 定理 ,在 第 九 章 中 还 要 作 更 多 的 讨论 。 
二 97 二 


侧 由 条 件 (6) 知 
| “ADaus-aazrom (co)， 


其 中 o 常数 和 65 无关， 由 以 上 两 式 得 
log (1+6) f(r)<a5+o(D) (H+) fF -Hor)1og (1+6) 
(2 一 00). 
由 此 推出 , 对 任意 固定 的 正 数 5, 有 
lim a f (2) <a6/lop (1+6) 
及 lm f(%) ~ la fC1+8)0) >a8/ (+8)10g(1+8). 


这 样 ， 由 6 的 任意 性 就 推出 (7) 式 .】 
注 显然 ,对 任意 的 A(2), 若 外 ) 式 成 立 , 则 (6) 式 一 定 成 
立 . 《读者 自 证 . ) 
定理 1 的 证 明 因为 $2 中 命 题 (11) 式 即 是 素数 定理 
Jim AO 


六 一 Om 


而 命题 (5) 式 即 是 
(8) im = ED gu1. 


在 引 再 2 中 取 f(w) = wy wo 一 2， 显然 条 件 满足 ， 这 样 ， 


由 引 理 2 及 其 注 就 证 明了 定理 ，] 
相应 于 § 2 中 的 定理 3, 对 S(z) 有 下 面 的 
定理 2 对 wx 宇 2, 有 


(9) La | < ~ S12 A 1s( (0) ol (去 - -). 


[ps] 


证 设 y>>2. 在 $ 3 (18)) 式 两 边 同 除 以 并 积 分 , 得 
。 08 。 


(注意 其 中 级 数 实 际 上 是 一 有 限 和 )， 
| EW ln dz 二 SA | (到 ) 和 cy 
由 S(w) 的 定义 及 (3) 式 可 得 : 
| 2 ndr— SIny— | BS (2) go 


~S(yIny+0(), 


[a(S rs(#) 


从 以 上 三 式 得 到 
(10) Snyt EAS (EE). 


上 式 当 y<2 时 , 显然 也 成 立 。 这 一 关系 式 相 当 于 BR(w) 的 关 
系 式 (8 2(13) 式 )、 同 从 52(18) 式 证 明 $2 的 定理 3 的 推导 
完全 一 样 (只 要 把 变量 4% 换 为 y,， RBR(w) 换 为 S(y))， 由 (10) 式 
可 推出 (9) 式 (变量 w 亦 换 为 y)， 详细 的 推导 留 给 读者 . 】 
利用 第 三 章 §$1 引 理 2 及 A,(n) 的 浙 近 公式 (本 章 § 2(5) 
式 )， 可 把 (9) 式 写 为 积分 形式 ， 从 而 消去 了 变化 不 规则 的 算术 
函数 /s(n). 
定理 3 对 zz 宇 2, 有 


(11) -Jet2) < et 1s(2)| - 局 +0 (oH). 
# 
证 取 @(m)=As(n), y=1, GD) ~8(F), HG-2tInt 


se 09 。 


由 第 三 章 81 引 理 82、 本 章 83(5) 式 ,SG =0 及 了 (GD 一 0 


得 ; 
习 4(D8 (全 ) 
-| S (4 )@intirDat+| (人 ?人 忌 ( 二 
-2| IntS (2) dt ols Ins), 
最 后 一 步 用 到 了 SGy) yy, Ry) <y 及 ?ly)<y， 由 上 式 及 
(9) 式 就 推出 (11) 式 ， 明 
积分 
2 fent 
(12) TE 一 


押 以 ， C11) 式 有 映 的 主 项 恰好 是 一 个 积分 加 权 平均 ， 


最 后 , 为 了 方便 起 见 , 把 S(z) 再 转化 为 讨论 


(18) W(y)=e Se’) (YY>0). 
(14) lim W (y) =—0. 


由 S(w) 的 性 质 容易 推出 WCy) 具 有 人 性质 ; 
引 理 3 (i) 对 引 理 工 中 的 常数 cu 有 


(15) |W (9) | 0 Y=0, 
(16) [Wy -WD)|<20ly -yl (i>0, ys>0), 
《ii) 对 yy 之 二 有 


AOI AL nA 


*) 读者 容易 证 明 ， 在 8( 包 ) 满足 的 条 件 下 ， 第 三 总 1 引 更 2 仍 成 立 。 
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《iii) 存在 一 个 正常 数 ea 使 若 


(18) WO) #0 (0<y<y<y), 
则 有 z 
(19) | [Ww loaves. 


证 (15) 式 由 (3) 式 推出 ， 为 证 明 (16) 式 不 妨 设 yay 
由 (2) 及 (3) 式 得 
[IW — Wy) |<e ”|S(e") — S(e”) | 
+|S(er)||le ”ew| 
E010 (Ces 一 86 如) ore se Y) 
—201(1—e 4) 201(Ya— 1), 
这 就 证 明了 (16) 式 ， 在 (11) 式 中 令 2 一 6 并 作 积分 变 量 替换 
t 一 et-*, 即 得 (17) 式 ， 
最 后 证 明 (19) 式 ， 作 变量 替换 2 一 多 设 21 一 6 wa 一 60%， 
利用 分 部 积分 由 (8) 和 式 得 . 


ww) SR ao 下 BD drt+0D. 
而 当 z>2 时 , 由 召 (o) 的 定义 及 第 三 章 8 3(3) 式 可 得 
(0) gs [* wb _ 
[2 各 a 让 坎 -了 汪 -00 
上 式 对 2<2 显然 亦 成 立 ， 由 以 上 两 式 得 : 对 任意 < 加 有 
C20) WW-00. 


由 于 矿 (g) 是 连续 机 数 , 故 当 条 件 (18) 成 立时 , 由 (20) 式 即 所 
出 (19) 式 成 立 、 了 
下 一 节 就 证 明 (14) 式 成 立 . 
ed01， 


$4 定理 的 证 明 


定理 1 设 W(y) 由 833(18) 式 给 出 。， 由 玉 (%) 所 潢 足 的 
四 条 性 质 , 即 $8 中 的 G5)、Q6). (417) 及 (19) 式 可 以 推出 
(1) Hm W (wy) 一 0. 
下 面 完 证 明 两 条 引 理 ; 
引 理 1 设 
® oilwwl, pe-Bi3) WO 
则 由 §8 中 的 (15) 和 (17) 式 可 推出 
(3) og—B. 
证 由 8834Ud5) 式 知 ,w、B 均 为 有 限 ， 而 由 上 极限 定义 可 
立即 推出 
(4) | B<a. 
另 一 方面 ,交换 积分 号 可 得 
[AOI -wa 
由 上 式 及 8 3(17) 式 就 得 到 
2 fg /lr 1 
[WD | <- 汪 | (地 | iW (w) [av) dt4-O (=). 
由 此 , 从 上 极限 的 定义 就 推出 
(5) <b. 
由 (4) 式 及 (5) 式 就 证 明了 (3) 式 .3 
引 理 2 设 a 由 (2 式 给 出 ， 则 由 $3 中 的 U5)、(16) 及 
(19) 式 可 证 明 ， 对 任意 正 数 +>>a, 必 丰 正 数 ys, 使 车 4、.5 是 
WV(9) 的 两 个 零点 , 满足 
(6) b>ays, 
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就 一 定 有 
7) [Wo loys<(t -ee) G0, 

其 中 cs.cs 是 使 $3(15) 和 (19) 式 成 立 的 正常 数 ， 且 取得 足够 
大 , 使 满 足 

(8) <1 


4c4ca3“ 
证 由 8$845) 式 知 w 有 界 . 由 上 极限 定义 知 ,对 任 给 的 
正 数 >ow 必 有 yz, 使 得 
(9) [WO I<T, yy>y. 
下 面 证 明 这 一 ys 就 满足 引 理 的 要 求 . 
先 设 &.3 是 相 邻 的 零点 . 所 以 
(10) WO -WD) -0 
(11) WOy) #0 (a<y<0). 
对 2 一 5 分 三 种 情形 来 讨论 : 
[i] 2 一 az 关 2cxyT. 由 (11) 式 知 $ 3(19) 式 (yi 一 4, ya 一 5) 
成 立 , 所 以 , 这 时 有 


| [IW @) lay <0o<5 0). 
[ii] 5 一 gaz/cetx， 由 (10) 式 及 8 38(16) 式 得 


1 
去 ( 
0 


b oto) 
J www) WW -Wo lay 


b 
+] 
于 (a+b 


[IW —WO) lody 


3(0tD) ob . 
<2c | (y—0) y+ cs ?| (2 一 幼 2 
a 再 (Ga+ 切 


= (一 四 2<< 工 (0 一 
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[ii /ec 一 5 一 5<2cs/r， 这 时 ， 由 (9) 式 及 类 似 于 情形 


[名 可 得 


5 dim/ 2 pr/20a 
Jmol Ww lat| ,IW lay 
+ IW) -WW ay 


<(1 7) (b—@)r. 


4c103 
综合 以 上 结果 , 并 注意 到 (8) 式 及 7>>a， 即 得 (7) 式 . 
当 a.5 不 是 相 邻 零点 时 , 设 
= Wa = ob, 
使 得 cs、arzfi(0< < 天 一 1) 均 为 相 邻 零 戌 。， 由 已 证 明 的 结论 
推出 


[wo Sw los 


<(1- oo ) ” 之 Cr 一 0 一 (4- oo 
所 以 , (7) 式 亦 成 立 ，1 

定理 1 的 证 明 显 见 ， 仙 式 就 是 要 证 明 w=0.， 分 两 种 
情形 来 证 荔 ; 

[i] 对 充分 大 的 gy 必 有 WW(y) 关 0。 这 时 由 $3(19) 式 
推出 B=0, 进 而 由 引 理 工 即 得 wx= 一 0 

[六 ] 歼 () 可 能 出 现任 意 大 的 零点 .对 任 给 的 Y>a 及 任 
意 正 数 Vg>y%r(oyr 见 引 理 2)， 设 5 是 yr 右 问 的 第 一 个 零点 ，2 
是 y 的 左 端的 第 一 个 零点 , 则 由 88 中 的 (15) 和 (19) 式 ,及 引 
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)@C-am 


理 2 得 到 
Y 


b 


je 


C1 Ys FT- 了 天 页 2)G 一 了 十 2c2， 
在 上 式 两 端 除 以 y 并 取 上 极限 , 得 (和 广 意 :2 一 5 和 四 : 
BI 二 [WO la <( re 了 


iY 
令 r 一 o 得 B<{1— 


2 )e. 
进而 由 引 理 工 得 


“<(1— eo- Ee) ~. 
因为 a 之 0, 由 此 推出 必 有 a=0. 】 

注 显 见 ,任意 一 个 耳 数 了 了 (y), 只 要 它 具 有 入 应 的 性 质 
则 以 了 代替 扩 (y) 时 , 引 理 1. 引 理 2 定理 了 均 成 立 ， 

素数 定理 的 第 一 个 证 明 ”由 本 节 定 理工 及 8$8 中 定理 工 
就 推出 由 (2) ~~z， 

在 结束 本 章 时 ， 我 们 来 回顾 一 下 这 里 所 给 出 的 素数 定理 
oa 的 第 一 个 证 明 究 竞 用 到 了 些 什 么 。 不 难看 出 ,除了 
一 些 必 要 的 微 积分 知识 外 ， 整 个 证 明 是 基于 qe6smmes 不 等 
式 、Mertens 的 定理 (第 三 证 $2 定型 1) 以 及 Selberg 不 等 
式 , 而 这 三 者 都 是 由 水 (w) 的 基本 关系 式 


之 落 (2 )= In ([w] 1) 


推出 来 的 ， 而 这 一 基本 关系 式 仅 是 算术 基本 定理 (第 二 章 §2 
引 理 1) 的 推论 ， 此外， 还 用 到 的 数论 工具 是 M56bius 变换 理 
论 , 而 这 一 理论 的 基础 是 第 二 章 $ 8 引 理 也 它 亦 是 算术 基本 
定理 的 推论 。 因 此 , 素数 定理 的 基础 实质 上 就 是 算术 基本 定 
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理 ， 这 里 可 以 看 出 gegamea 天 才 地 引进 函数 y(z) 的 伟大 下 
献 ， 但是， 实现 这 一 证 明 是 十 分 困难 的 ， 这 是 由 于 我 们 对 素 
数 本 身 除 了 它 的 定义 外 一 无 所 知 ， 而 它 的 分 布 是 由 极其 不 规 
则 所 决定 的 ， 看 来 ， 对 素数 定理 不 可 能 找到 一 个 简单 的 证 明 


此 外 , 在 本 章 所 给 出 的 证 明 中 , 直接 应 用 的 不 是 Selberg 
不 等 式 ( 即 $2(3) 式 ) 本 身 , 而 是 8 8 中 不 等 式 (11) (或 可 以 用 
§ 2 中 (14) 式 ), 它 是 Selberg 不 等 式 的 一 个 推论 , 所 包含 的 讯 
息 要 比 Selberg 不 等 式 弱 得 多 ， 因而 ， 这 里 我 们 仅 证 明了 最 
简单 的 渐 近 公式 

p(w) ~ 
即 仅 证 明了 余 项 
R(2)=%) $=0(%), 
而 对 它 的 阶 不 能 得 到 进一步 的 估计 . 下 一 章 我 们 将 对 Selperg 
不 等 式 作 更 仔细 的 讨论 , 用 类 似 的 方法 证 明 
R(2) =0(w(In wg) s+), 
其 中 。 为 任意 小 的 正 数 . 
第 五 章 习题 
I. 设 43( 人 由 8 206) 式 给 出 。 试 证 有 明 Selberg 恒等式 


Aa) 一 及 pO)(In 号 ). 


2. 在 &2 中 引 理工 的 符号 和 条 件 下 ， 证 明 对 任意 正 整 数 由 $2 中 
(1) 式 可 推出 : , 当 x 之 1 时 ,有 


F(x) (no + 1 ) 3 4s (mn) 7 (2)( 儿 ) 和 
-ae (Em) 
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县 反 过 来 也 成 立 ,其 中 4( 力 = 吕 wa) (In 3)】. 
， 设 好 (2z) 一 阅 凡 GO) “ 试 证 明 : 
Ga) Mn In z+ DAW)M (2)=00%); 


(bh) MW) In z+ BinpM (£)=0). 
， 试 证 明 : Selberg 不 等 式 (§ 2 中 (4) 式 ) 和 以 下 各 式 等 价 ; 
Ca) Yo) nt Blnpy (2)=2 ln w+O(C%); 


(b) GW Inz+ Hlnpe (Z) =27 ln 2+ 0(%); 

(0) 之 (ln3) p+ D2 plnp'=27lnz+0((7),. 

- 试 证 明 : 当 zz 工时 ,有 

[Ko | (nz)?< | | R (三 )| lnt dt OC ln 7), 


其 中 (2) 由 § 2 中 (10) 式 给 出 ， 
: 试 证 明 ; 
(a) 5) line + Ons); 


(bp) ™ -2 2 40 (2). 


Dener 


。 试 证 明 
y+ DD 1 DAD AH) = =2z+0( 让 二) ， 
， 试 证 明 
3 A M 名 )+ 习 下 M (2) 3 A AW) 
~ O(n In zg). 


| 提示 : 利用 上 题 及 六 po (各) 马 4(mw (2). ] 
. 斌 证 朋 1 到 (o) | 了 zs 之 ja(2) | +OCrinlnz)*) 


” 利用 这 一 不 等 式 可 直接 证 明 到 4z) 一 ol7), 因 而 也 证 明了 染 数 定理 。 见 


LocTrHEEOB-PoEaaoBt] 和 ITocrHaEoB[1], 


,107. 


10. 


11., 


412, 


[提示 : 由 第 3 题 (a) 及 第 9 题 可 得 
2 到 (zinz<, 全 ) )|+ocmmmy， 
再 利用 第 6 点 (p). ] 
由 素数 定理 W(x) ~z 仅 能 证明 
vIn zt BA my (2)=2r In sol Ila), 
这 比 $ 3 中 (和 式 要 弱 . 
设 4(7%) 是 一 实 值 函 数 , x>i， 若 有 
(#) 习 4( 开 )= a2 az 十 DZ 十 O (总 ) (一 十 ce) 
中 
4(D Inw+ DH An) A (£2)=2ar In sto Inz) Cn -co)， 
设 &《2) 是 韭 负 算术 函数 ”在 上 题 中 到 A4(%) 一 名 50， 且 式 (49 
成 立 . 试 证 明 : 
(a) 习 4(004( 宇 )=~ 习 40D4 (2) 


+ Bay (EE) ro); 


[提示 ， 利用 汉 遇 型 求 和 法 (第 四 音 $ 1 中 的 (12) 式 及 第 三 章 82 中 
的 定理 洗 ] 


@) V+ AA(E)+ Bay (让 
"cy. 


[提示 ; 由 (a) 及 第 11 题 推出 ; ] 


《e) 若 束 数 定理 成 立 , 则 4(w) ~az, 特别 可 推出 M(xY) 一 okz) 。 
[提示 : 取 ck 一 十 HG 
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第 六 章 

第 二 个 证 骨 

$1 证 明 的 途径 
1960 年 ,R. Breuseh 利用 给 出 第 一 个 证 明 的 同样 的 初等 
方法 ， 作 更 细致 的 讨论 后 , 证 明了 具有 余 项 估计 的 素数 定理 ， 


即 
定理 1 对 任意 的 s 盖 0, 有 


(人 Wo)-z+OoGGnamTe) (o>2). 
由 第 三 章 8 工 中 定理 2 知 , 这 就 也 证 了 明了 

(2) Gm) w+O (ono s"”) (v2) 

及 

(3) w=LigtOw ne )》 (o>2). 


Breusceh 是 通过 确定 Mertong 的 定理 ( 芭 第 三 从 $2 定 
理 1) 中 的 余 项 来 证 明定 理 1 的 . 设 


pW- DAVnotas) (o>l), 


第 三 意 82 中 的 定理 1 仅仅 证 明了 
(8) a(%) =0(D). 
他 证 明了 

定理 2 设 al%) 由 (人 式 给 出 , 再 该 
(6) a(o) 一 一 ?十 D(z) (v1), 
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其 中 > 为 Buler 常数 ， 则 对 任 给 的 s>0, 有 
(7) b(2) -0 (nw) ) (>2). 

由 定理 2 马上 可 以 推出 定理 1 这 就 是 第 二 个 证 明 的 途 
径 ， 为 此 , 下 面 先 证 明 一 条 引 理 . 

引 理 1 设 4 为 一 正 数 ， 若 


(8) 5(z) =O((Ino) -4) (vw>2), 

则 

(9) jz 一 了 十 O(z(mnoz)-4) (o>2). 
证 “由 Abel 恒等式 (第 三 章 § 1 引 理 起 易 证 

(10) $9) 一 zp( 办 一 | pl), 


由 (4)、(6)、(8) 式 及 上 式 得 
V0) 一 (In 一 ?) +O( (nw) 4) 


-| (Int—y)dt+0 (| (In (22)) -46t ) . 
而 
. Vp 
| (]n(28))-4 =| (In (926)) -4 dt 十 mb) dt 
Vw -vIn ow) -4. 

由 以 上 两 式 就 得 到 (9) 式 ，】 

这 样 ,如 果 我 们 证 明了 定理 2, 则 由 引 理 1( 下 4 一 一 二 十 
s ) 立即 推出 定理 二 成立， 下 面 证 明定 理 2( 见 本 章 $7), 虽然 


方法 和 第 一 个 证 明 原 则 上 相同 , 但 要 复杂 得 多 .不 过 , 推导 是 
很 初等 的 , 主要 是 通过 对 余 项 5(w) 的 细致 而 有 趣 的 讨论 来 实 
现 和 定理 的 证 明 ， 

人 这 里 把 lnt 写 为 ln(25) 是 为 了 避免 nt 在 t=1 时 是 零 . 
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在 第 四 章 § 3 定理 1 已 经 证 明 素 数 定 理 和 4(z) 一 o(1) 等 


价 . 
$2 余 项 a(x) 的 初步 讨论 

首先 引进 两 个 函数 

GD pi(o) 一 | 2 dp> 力 . 

(2) i (>). 
引 理 1 设 

(3) g (四 一 | LLY dt, 

则 

(4) g(%) —0(1). 


证 ”由 Abel 恒等式 ( 即 第 三 章 8 1 (2) 式 ) 得 
pi- (加 全 ) 全 -加 人 im 

由 此 及 第 三 章 的 $1 (12) 式 .82 (了 ) 式 、81 (16) 式 以 及 第 二 
章 88(J) 式 和 8 6(4) 式 得 


(@) p= 加 人 呈 ( 习 -y+0(2)) 


一 p23 A 一 少 己 48 +0 (三 怠 4 (mn)) 


ns<se MM 
— 也 了 A) —_y lnz+0(1) 
~ (yinz+0(D) 
-地 no 一 y Inw+0(1). 


“111， 


而 另 一 方面, 由 (1)、(3) 及 (4) 式 得 
(0 ps0) -| Ydtge) -ino in otgC), 


比较 以 上 两 式 即 得 (4) 式 . 了 


引 理 2 设 
其 中 7 为 第 三 章 8 T(16) 式 中 的 常数 , 则 有 
(9) g (2) =0(1). 


证 由 式 (2) 及 (5) 得 
2 用 轨 49) 诗 w- 丰 (惊人 2 时 


ne 


由 Abel 恒 全 等 式 ( 即 第 三 章 $1(2) 式 1 可 得 


ja Ye 
pos BAD A mon 


匆 二 和 [i 


| (5 A® A (n) In n 


nect 
_ns 2 nn DA. na 


由 以 上 三 式 推出 
(10) pa(o) ~ (nn). 


之 


利用 第 三 草 81016) 式 ,由 部 可 得 
QD) ~ 六 及 mm ,0(e Im 名) 


py 


Si A lnm 


村 二 者 


—71in%+t+O(1), 


.IT13 。 


这 里 还 用 到 了 第 三 章 8 2(1D 式 及 第 五 章 8 2(8) 式 ， 但 另 一 方 
面 ， 利 用 第 三 章 8$ 41(12) 式 ,由 人 0) 式 、(5) 式 及 第 五 章 8 2(8) 
式 可 得 


cm -和 (mn 人 [时 站 


于 0 
一 讨 pa(o) 十 D(GD. 有 
再 由 第 二 章 § 6(4) 式 及 第 三 章 81(16) 式 得 到 
(18) nn 


Ly. TN t L 
-去 jn wt+7y1Inw— Yat0 (SE). 
由 以 上 三 式 及 (6) 式 得 到 


(14) ps2) 一 去 lnaz 一 可 In3z 十 (3 +27) mn e+0(D). 


但 由 (2),，(7)，(8) 式 可 得 ， 


(15) ps(%) -| 于 ( 立 In%— ylnt+y?+2y) dt g(%) 


一 地 In3w 4 In?w+ (yy? T2792+ a(%). 

比较 以 上 两 式 即 得 (9) 式 . 了 

引 理 工 表明 : ea(o) 平 均 起 来 等 于 一 y， 即 5(z) 平 均 起 来 
是 很 小 的 .由 引 理 1 容易 证 明 ( 留 给 读者 ). 右 4) 当 ， 0 一 > CO 
时 有 主 项 , 即 极 限 

z lim a (w%) 

存在 , 则 一 定 等 于 一 7y. 

引 理 2 则 表明 ，g(w%) 平 均 起 来 等 于 7? 十 2y1， 若 g(xw) 有 
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主 项 的 话 , 必 为 Y? 十 2y1， 如 果 令 
(16) h(w) = g(2) — (y+271), 
这 引 理 就 表明 h(z) 平均 起 来 是 很 小 的 

下 面 几 节 我 们 要 依次 讨论 2(w) 及 h(z》 的 性 质 ; 它们 之 间 
的 关系 ; 先 得 到 (zw) 的 阶 的 估计 ， 最 后 推出 5(z) 的 阶 的 估 
计 一 一 即 证 明 $1 定理 2. 


33 65(x) 及 h(x) 的 Selberg 型 不 等 式 


首先 证 明 儿 个 引 理 . 以 0 co 表示 一 些 绝对 常 
数 . 
引 理 1 


(1) DA - _yIn wt ge) +oa+O 人 


LL 


2) 


3 


(2) ps G (2)= -yInz+tost0 (D2) 


入 入 


G) 及) -tg + (o) 


十 Cs 十 o(2=2) 


(4) 3 (~y? +27D)In2+g(o) +oet O( EE- 2), 


(5) 2 ty (2) = (y+272) ne 十 cz 十 O (- ). 
证 (了 D) 式 的 证 明 ， 由 $1(4) 式 .第 三 章 81412) 式 .第 三 
章 $1(16) 式 及 5 于 得 


sp 


[2 mn pe rp 


“二 本。 


-no (的 ) 


-motnto (se)) 
=—7lhw+g(s)—7Y1 
+ 0)+0 (5), 


利用 ACm) 志 In m 可 得 


® -0 ) 
关中 er 


令 o= 一 六 十 即 得 〇 四 式 . 

(2) 式 的 证 明 ， 由 8$I(4) 式 、 第 一 章 $ 6(4) 式 、 第 三 章 
8$ 1(12) 式 及 第 三 章 8 1(16) 式 得 
加 -总 -In 2) 


LPT 
-sl Slimn® 
TA 六 志 


~ sini S'in? 


“ze Ll fr % nn 
=——7linwt+271+0 (22), 
取 os 一 271 即 得 (2) 式 . 
《3) 式 的 证 明 : 利用 等 式 
DA DA 


LO 


ey 4) + 总 A 马 Cm) 


rp pA 
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六) 
一 之 A 二 刁 -A > A (Cm) 


-+ (DD A ) -1 YI A n) ， 


2 ncewe %_ 2 Le 03 


由 $1(4)、$2(5) 及 $2(7) 式 得 
SI A am )=— 全 人 oo) 人 Cr) _™ 4m) Inn 


人 和 二 者 Hien 和 


_1 (5 4 ) + 去 马 A 


分 ne nm 


+ DA ln 了 一 ]nz DA 


抽 志 闪 


”Ylnw+tg() 二 总 C2(2) 


利用 2D AN) EIns DA) rwIn %, 

可 得 (证 明 留 给 读者 ) 

(9) (7) 
LTA 

其 中 os 一 记忆 nm 


这 就 证 明了 (3) 式 ， 
(4) 式 的 证 明 ; 由 § 207) 式 知 


8 -二 六 了 37 加 到 


名 去 机 9 EP 人 2 Ce 


利用 第 三 章 81(9) 式 ( 取 f() -所 ,六 ) 及 20) 式 可 得 


* 116， 


(10) S! Le -上 | patt) dt — (z 一 fo]) pr(®) 


+| G— [#1) p(t) et dt, 


由 $1(4)、§ 1(5) 及 $2(6) 式 知 上 式 最 后 一 个 积分 当 w->oo 
时 收敛 , 且 


(11) | Cm [#1) 2 er dt—6s+O (2), 


J 
其 中 oo) Lt]) 2 全 本 
这 样 , 由 (2)，(6)，(10) 及 (11) 式 就 得 到 
Ga) DE po) tot0 (EL). 
取 ce 一 3 一 -全 十 co 


由 (9)，(10)，(12), 8 2 人 415) 式 ， 及 第 三 章 8$ 1(16) 式 即 得 (4 
式 . 
最 后 证 明 (5) 式 ， 由 82 中 (5) 、(7) 及 第 二 章 $ 6(4) 式 得 


Fig(2)- L535 A mn 2 


RE nN % pe mm PI 
-这 加 二 2+7 习 二 也 于 
- 习 呈 卫生 -于 加 坟 世 全 
+7y 加 元 卫 全 


利用 第 三 章 8 1(16) 式 , 并 取 
CT 一 一 Yi 一 吝 Ys 
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由 上 式 即 得 (5) 式 . 1 
在 引 理 1 中 以 $1(6) 及 $2(16) 式 代入 ， 可 得 到 关于 
564z) 和 Po) 的 相应 的 关系 式 ; 


GD) DL -No)+oa+O( 了 ah) 


舞 吧 放 


@) Bis(s)-mro(Se) 
(8) > bn) =—h(%) + 可 5a(z) +ew+0 (Es 


《4 ) > =-g(o) +eut0 (2) 

以 及 

GD) 加 二 (全 )-oa+0 (Se). 

证 明 留 给 读者 (在 推导 (3 时 要 用 到 $ 1(4) 式 ). 
引 理 2 

(18) 3, LY ~ OD); 


和 去 贞 


(14) > 


Li 


证 “由 第 二 章 $ 6(9) 式 得 
,LD -Sons -[2])+1-00%), 


由 此 就 证 明了 式 (13)。 设 


(15) DEoinstyts(e). 
由 第 三 章 8I(12) 式 知 
(16) s(%) = O(1). 


(15) 式 表明 函数 % 的 广义 M6bius 变换 是 oIns+7ys+s()， 
故 由 广义 反 转 公式 ( 即 第 二 章 $ 6(8) 式 ) 知 


» 13 。 


CE 
由 此 及 (18), (16) 式 , 就 推出 (14) 式 ，】 
下 面 证 明 6(w%) 及 hh(%) ( 亦 妈 @(w) 及 g(z)) 的 Selberg 型 
不 等 式 . 


定理 1 
(17) bn)Inot HAY 5 (2)=00D, 
(18) h(w)In z 十 5 A (2)-00. 
证 “在 第 五 章 82 引 理工 中 分 别 取 Be) 一 25(w)、zh(w)， 
得 到 
(19) bs) Ino+ BI (2) 
-记忆 1G (SE) mE 
(20) zz) nw+t BA h (2) 
1 人 
-证 六 MD)Gs (全 ) I 训 ， 
其 中 
(21) G69) -了 25(2), 
(22) Ga(O) 一 也 之 记 (2). 
由 (21)、 29、 (4) 式 及 对 任意 40 有 估计 ” 
(23) > 2) ww, 
可 得 到 


*) 证 明 见 第 五 章 $ 1(46) 式 。 
19 ， 


之 Wm Gr (2) In 元 


=- Bu) In 名 但 (ofo( m 2))} < | 


由 此 及 (19) 式 就 证 明了 (17) 式 . 同样 ,利用 (5) 式 代替 (2) 式 
相应 地 就 可 由 (20) 及 (22) 式 推出 (18) 式 .了 四 


$4 b(x) 和 h(x) 之 间 的 关系 


由 ho) 的 Selberg 型 不 等 $ 8(18) 式 可 以 证 明 5(2) 和 
hlz) 有 如 下 关系 : 

定理 1 
(D 又 去 15)hnas+OGD， 


为 此 , 先 要 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 1 
®to 
@) 习 元 808 人 全) 加 -人 (全 )+OGD.， 
证 由 86 式 可 得 
mn) AR plm) ~— 2 hln) 


一 ~ 一 a oo(3 an 2) 
由 以 上 两 式 及 $3 中 (4)、(5) 及 (23) 式 (~1) 可 得 
.120 ， 


习 寺 (PCD -5 (2)) 


39(, 及 , 计 - 及 坟 +00D 


-2 sm){ -y+0 (三 )+0 (2)}+o0, 
最 后 一 步 用 到 了 第 三 章 8 1(12) 式 ， 注 意 到 四 
(4) 6(2) =0(1), h(w) =0(D), 

由 $ 3(3') 式 得 | 

BD LY 5(m) 一 0(D， 


Li 


31 A Cm) = OD), 


SEAmbm -0 Am)-"(D, 
最 后 一 式 用 到 了 de6smes 不 等 式 . 综合 以 上 各 式 即 得 (2) 式 . 
由 1 中 (多 及 (6) 式 、$ 3(1) 式 、( 人 D 式 以 及 第 三 章 $1 
(12) 式 得 
总 训 5095 (也) 
一 5 | > 4m) -m+y| 
… b A 1 多 四 
一 了 一 DC 四 | 46 Cm) 马 "0 一 外 | 


-六 5(n) 一 避 直 2 bn) + OC 


Li 


~ mA) (2 ) +。 5 (A 1) 


所 丰 扩 天 必 


+0 (2 BAmIn Ss)+0 (二 了 in 2)+00, 


化 做 乒 修 


“Lai'. 


由 第 三 章 中 的 & 1(GL2) 式 和 8 2(CD 式 知 


由 § 8C28) 式 知 eo 
以 及 由 Abel 恒等式 (第 三 章 §1(2) 式 ) 及 Je6smres 不 等 式 得 
Am) me a=0(%). 
综合 以 上 四 式 即 得 (3) 式 ，】 : 
定理 1 的 证 明 ”由 (2 及 (3) 式 推出 

0< 如 (53 人) 

-2 习 寺 Po +2 习 (全 )+0GD， 
这 也 就 是 
atv |aA()|:o0. 


由 此 及 $ 8(18) 式 即 得 (0 式 . 了 

注 “这 里 不 像 第 一 个 证 明 那 样 把 绝对 值 取 进去 ( 见 第 五 
章 §2 中 (14) 或 (17) 式 )， 而 是 通过 Selberg 型 不 等 式 建立 了 
形 如 ( 芒 式 的 不 等 式 ， 


35 6(x) 的 进一步 讨论 


本 节 要 仔细 讨论 6%w) 的 变化 情形 ， 首 先 由 5(o) 的 
Selberg 型 不 等 式 (§ 8(17) 式 ) 可 推出 它 具 有 缓慢 振动 的 性 
质 , 这 种 性 质 在 初等 证 明 中 是 必须 用 到 的 ， 


* 422。 


定理 1 设 2<y<%, 则 有 


Im .2 
上 | 下 ) 
证 由 $1 中 (和 及 (6) 式 知 
(2) (8) —b(y) =p(o)— p(y) — 


p(e) 是 一 个 非 负 的 增 函 数 ， 易 于 讨论 ， 由 p(e) 的 递增 性 ; 从 
式 (2) 即 得 


(8) (2) -BW)> In 2. 
另 一 方面 , 利用 $1( 作 及 81(6) 式 把 8 38(17) 式 写 为 
ma(plo) —Inoty)+ Ep (LE) -mty| 


-PO Ineta (se 
+8y nw+0O(1) 
—O(D. 
用 到 了 2(5), § 2(6) 及 第 三 章 $2(D 式 . 利用 plz) 是 非 负 
的 增 函 数 及 y<z， 由 上 式 可 得 
pIno-pWIny 


一 六 Cn2z 一 In2y) — -3 一 > A p (之 ) 


二 i 


-人 -人 9og 


na 十 OH)， 
进而 有 
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(人 一 p(D)ma 
<m 3(F not ny-p(y))+0() 
1 


<In (3 In z 十 志 Iny)+0 (I S$)+0CD | 


<2InzIn 儿 +0 (In- 红 ) 
yy y 
这 里 用 到 了 §1(5) 式 及 y<w， 由 此 及 ( 允 式 即 得 


| 
T y 
(4) p00 5 in 2 +0 mo) 
由 (3) 及 (全 式 就 证 明了 式 人 .了 
下 面 进一步 讨论 5(2) 的 变化 ， 由 (2) 式 知 
(0) blo) 6 +In TB) +0 (5S), 
所 以 只 要 讨论 b(w) 的 变化 ,nn 为 自然 数 ， 当 w>2 时 ,显然 有 
(6) re 


im (1- 二 ), 
-|e (1) n= 
注意 到 当 ">2 时 , (1 一 七 ) 是 可 减 的 , 且 

o<(1- 主 ) ”<4 (n>2). 


由 《6) 式 容易 验证 (ne) 具有 以 下 性 质 ， 

[i] 5%) 关 5(n 一 1), 特别 地 , 5(m) 和 5n 一 4) 不 能 同时 

为 零 ; 站 
[过] 哆 天 2 时, 0 (1% 1)>0(n); 
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[iii] %= 2 时, 5% 1)>0 (0); 

[iv] 5(3)<8(2), 而 当 n=81, 7 这 2 时 ,5 (mn 一 1) <6(n); 
[v] p>5N, 5(p 1) 80p); 

[vi ww 尘 4 时 ， 


b(n) b(n—D) | < 
由 计算 知 开头 几 个 5m) 是 : 加 
b(D) 一 7 一 0.577215.…， 5 (2) =—0.280642…, 
5(8) 一 0.19138.…， 5 (4) 一 0.07698.…， 
5(5) 一 0. 好 572.…， -~ ‘3(6) = —0.00659.…. 
以 上 的 性 质 和 数据 表明 : 8( 纪 时 增 时 减 ,时 正 时 负 , 变化 很 不 
规则 ， 但 总 的 趋势 是 减 小 ， 且 相 邻 两 数 之 差 很 小 ， 为 了 研究 
2 (m) 的 变化 ,我 们 来 考察 由 使 8(%) 的 值 发 生 符号 变化 的 那 鱼 


(7) i= non 过 

我 们 这 样 来 确定 这 一 数列 取 mz 一 4， 当 mw-1 确定 后 , nt 是 具 
有 下 述 性 质 的 wn 中 的 最 小 的 . 

(8) n> bbn+i) EO0, bnt1)} 0. 

显然 , 这 样 的 数列 是 唯一 确定 的 ”. 容易 看 出 , 当 f_t<mssn 过 
nt 时 , 必 有 

(9) b(n)6(n)>0. 

由 列 出 的 数据 知 ,ma 一 5, 故 由 nn% 的 定义 及 b(n) 的 性 质 [vi 可 
知 : 

人 0) 15(os) |+ [bmt1) [| b+1) — bn)! 


mnt hm (G2), 
Te 


~ nz 十 4 


9 由 5( 罗 的 性 质 [] 知 , 这 样 的 定义 是 合理 的 。 
-1 


这 里 用 到 了 当 s>e 时 ,二 mw 是 递 碱 的 . 


数列 (7) 也 可 能 是 一 有 限 数 列 ， 即 从 某 项 开始 8(m) 都 是 
正 的 或 都 是 负 的 . 

为 了 讨论 3(%) 数列 (7) 确 定 的 区 间 [mw-i, mt] 中 的 变化 状 
况 , 先 证 明 下 面 一 个 引 理 : 

引 理 1 设 4 关 是 给 定 的 正 数 .再 设 整 数 m、4f 满足 


(1) 41<m<M, In2¥<Ah. 

如 果 当 msn<<M 时 ,5 Cw) 是 非 负 (或 非 正 ) 的 , 且 满 足 
lInm 

G12) [5m)|< 二 宫 ， 

则 有 

(18) 3 二 en 


国运 轨 雪 村 i 


A*In zl z 
是 [全 ， 
这 里 O 常数 是 绝对 的 . 

证 ”我们 可 假定 pk 非 负 , 即 
(14) b>0, mm<n<NM. 
对 非 正 的 情形 可 同样 证 明 . 车 总 有 
(5) b(n) < M 


， mm<n<NH, 
mm 


则 引 理 显然 成 立 , 且 系 数 3 可 改 为 喜 。 不 然 ， 设 六 是 这 样 
唯一 确定 的 整数 . m<r MM, 
*\ ~ J] M 
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以 及 当 mn 过 mn” 时， 


(17) b(n) < 去 In A 
再 设 z 是 这 样 唯一 确定 的 正 数 ; 当 
(18) mm 三- > 二 
时 , 取 > 满足 
(19) mm 人 二 思 2 
不 然 , 到 2 一 mm。 这 样 ,总 有 
(20) m<z<n<M. 
由 定理 1 及 条 件 (16)，(14)，(12)，(11)，(20) 可 得 


二 mm bn) < bn) — bm) | 十 Do) 


A 
-hn +0 (Fm) 
由 此 及 z 的 定义 知 , 总 有 
* 1 M A 
(21) n+0 (Ti) 
由 (16)，(12)，(17) 式 及 5(m) 的 性 质 [EV9 知 ， 
(22) 0<b(m") 一 诗句 地 


b (mm) <™ "=; 
nb 


< 
Inn” 了 
bn) — bm —1) < 一 em 


,1 >m>4. 
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Ga) jb 一 寺 Im2 | 一 |B 一 5(n| 


TO 全 2% )<|h +0 (各) 
-| 人 -和 了 六 |+0 (7) 
最 后 一 步 用 到 了 (21) 式 、 
这 样 , 由 (14)，(17),，(20),，(28)，(20) 及 (1i1) 式 得 


Da)_ 2 M Ss Le) 
REM 的 3 mm mneM 人 
Po)_ 2m AM 5 Lm 
sREM Nn 3 MY sR Nn 
0 训 ) + 吾 ( 四 而 ) , 避 , 广 
有 +0 (TS) 
马 
3 .如 到 
- 
+0 (Em) / / 
3 . 
EA -计划 六 (in 芝 ) +0( 褒 5 过) 
乌 
这 里 还 用 到 了 第 三 章 §$1 (12) 及 (18) 式 .这 就 证 明了 (18) 


式 . ] 


注 不 难看 出 ，(13) 式 中 的 求 和 范围 m<w< 中 的 任 
一 个 “<” 号 用 “二 ”号 代 兰 时 , 仍然 成 立 ，( 证 明 留 给 读者 )、 
完全 类 似 地 , 可 以 证 明 ( 留 给 读者 )， 
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引 理 2 如 果 把 引 理 工 中 的 条 件 (12) 改 为 
(24) CD) |< 


其 它 条 件 不 变 ， 则 (18) 式 仍然 成 立 ， 
从 引 理 1.2 可 推出 以 下 引 理 : 
引 理 3 II 如 果 还 有 (24) 式 成 立 ， 则 


(18) 式 右 端 的 系数 可 改 为 亏 去 


证 ”把 区 间 [mm， 分 为 [oo (mM) 志和 [CmMD)E + 二 
MM] 两 个 区 间 ， 并 分 别 用 引 理 1 和 引 理 2, 合 起 来 即 得 所 要 的 
结论 ，】 
由 引 理 3 及 数列 (7) 的 性 质 (8), (9), (10) 立即 推出 : 
定理 2 设 t>3, 有 


(25) BI LY 


Ni~i~e 


. Mm 
| A2(# Yn 一 一 
二 0 bn) | mm 
< 3 In No 并 Re i +0 ln m “ 
其 中 4G) 一 Im 部 生 . 
-1 


数列 (7) 的 同 距 大 小 的 变化 可 能 很 不 规则 ， 而 且 还 可 能 是 
一 有 限 数列 ， 为 此 ， 由 它 出 发 来 构造 一 个 新 的 苑 限 数列 
(26) 81 82 39 
使 得 它 的 间距 不 太 大 , 且 数 列 (7) 是 : 它 的 子 数列 ， 我 们 这 样 来 
确定 数列 (26)， 设 B>>2 满足 


(27) Jb(w)|<B (>1). 
取 $1 一 ?gg， 车 已 定义 5 一 mw, 则 (a) 当 
(28) ln <7B 
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时 , 取 SA 一 9 二 二 (b) 当 


In t+1>-7B 
Te 


时 ， 我 们 在 ne 和 ?如 十 二 之 间 任意 插入 一 串 整 数 Spt+ls SpA+25 ”3 
sx+m; 使 得 


WO Sp Sti Spa< Bptm = Nirly 
(29) 3B<In “ert <7B (j=0, 1, :…, m—1) 
LT 


(这 总 是 可 以 做 到 的 ); (ce) 当 数 列 (7) 是 有 限 数列 
WN 
时 , 我 们 在 归纳 定义 了 sx 一 mw 之 后 , 在 sw 后面 任意 接 上 一 个 
无 限 数 列 
Sp Skt1 es 
满足 条 件 
(80) 3B<In ett 7B (j=0, 1, 2, .…). 


Skors 


这 样 ， 就 定义 了 一 个 新 的 无 限 数列 (26)， 它 以 数列 (7) 为 其 子 
数列 , 且 满 足 


(81) In ett <7B (E 一 1 2, .…). 
这 样 , 由 定理 2 立即 推出 
定理 3 当 >>3 时 ,有 

(32) b(n) 


kl 


B?]In -si 
< 工 mm_se p32 bm) Ol sen 


3 yy ak-1<<a 儿 
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证 当 In -%_>>8B 


Sp—1i 


时 , 由 (27) 式 知 , (32) 式 显然 成 立 ， 而 当 


ln ~ 一 3 了 
Sk 一 土 


时 ， 由 的 取 法 ( 见 (28) 玫 (80) 式 ) 知 ，s ;与 sy 邑 为 某 一 对 
m4 与 ww。 这 样 ,在 (25) 式 中 可 取 

(日 一 4 也 
这 就 证 明了 (32) 式 .， 


$6 hx) 的 估计 


为 了 证 明 § 1 定理 2， 妈 估计 45(w) 的 阶 ， 我 们 先 来 估计 
(wz) 的 阶 ， 首 先 要 证 明 

定理 1 对 于 任意 的 实数 “< 到 ,有 
(1) h{w) —O(In-*%) (2%>2). : 

证 用 反 证 法 假设 对 某 一 a<1/3 结论 不 成 立 ， 则 
| Co) | (no)” 当 一 ce 时 一 定 无 界 ， 由 于 2(o) 是 连续 函数 
( 兄 82 中 人 目 、C@) 及 (6) 式 )， 所 以 IhCw)|(Inwz)* 在 任 一 有 
限 区 间 上 一 定 取 到 它 的 最 大 值 ， 因 而 , 若 以 和 表 这 样 的 正 数 : 


(2) plo)| (nw)* <12(2) | (na) (wer). 
这 种 名 必 存 在 , 且 由 |h(w) |In*zw 的 和 无界 性 知 ,2 一 co, 以 及 
(3) Mns)* ->co (£00). 


以 下 总 假定 和 充分 大 ， 对 每 一 个 你 必 有 唯一 确定 的 两 个 整数 
五 之 3 及 ,使 得 
(4) syg_i<In KS, SEENLEE+L 
这 里 5 是 数列 3 5(267 中 的 数 ， 
" 3t 。 


现在 来 考虑 函数 
加 SD= 匀 ， 
我 们 先 证 明 : 若 对 某 一 个 < 二 ,(8) 式 成 立 则 必 有 不 等 


0 


ho CS) eG 


(6) 去 (1 十 他 (二 


由 此 即 导致 了 矛 盾 ， 因 为 从 右 半 不 等 式 及 (3) 式 (a< 马 二 可 扒 册 


S(z)—>+o0, 7 一 十 co， 


故 由 (6) 式 得 。 于 直下 < 可 
即 a 之 十， 由 这 一 矛盾 就 证 明了 本 定理 。 

不 等 (6) 式 的 证 明 ”人 先 证 明 (6) 式 左 端的 不 等 式 ， 由 
与 (2) 式 得 


(7) AD Ia : 
Wn | Dns) 
十 久 Eans 革 一 nm-Dxo| 
四 > me {nd (ns) 
> 二 ,加 he) linesst he D1 Cn)sr 3) 
-xm ns D7 
> 去 视 IaGo -Ke 
x {Ons (sD nes 
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当 1<y<z 时 , 有 不 等 式 
gf21 _ vy”) 


py d-of f-a di (1_ a) (zo) 的 ) 


取 9% 一 mg-i z= ln sy, 直上 起 及 的 区 Sb 和 
{t(nso) "— or 1)™ Ym In® sp- | 


7 k>H. 


-ee 
二 
由 此 及 (四) 式 即 得 (6) 式 的 大 并 不 等 
下 面 证 明 (6) 式 的 右 端的 不 等 式 ， 由 8 5(27) 式 ,8 5(31) 
式 及 (4) 式 可 得 : 四 
5) LO0n nt),.. 


Bg 


D> 0 


[PP | 


开 1 二 ~ 

(8) pr mm 1 和 (TS min | 
由 以 上 三 式 及 $5 定理 3 得 到 | 

之 | 一 ~ 加， 之 ~ +o | 


狼 呈 三 名 - 


< 二 六 加 OL ro 


Be_1 ss 


再 由 于 bw) 在 区 间 (s%_-s，sxj 中 必 为 非 负 (或 非 正 )， 故 由 
$ 3(1) 式 得 


"(9) 式 和 假设 无 关 , 是 一 定 成 立 的 。 
183 。 


当 >>2 时 , 有 
@) 3 lp) -hs ) 1+0 (DE). 
利用 以 上 两 式 , 由 $4 定理 1 可 推出 
(10) h(E) In%< 圭 8S(2 4+ On In%), 
这 里 还 用 到 了 由 (8) 及 8 5(31) 式 得 到 的 估计 


In sz- ln Sp > ln sy In Sy 
k=Hi1 Br-1 Sx_1 x=H+1 $y $x—1i 


妇 Sr 1 ln - 冯 _ 
,名 ， ln sx Sk 一 1 
ln jn 2. 


由 (3) 式 及 w< 可 知 


S (为 交 (ln 的 冯 
由 此 及 (10) 式 就 证 明了 (6) 式 右 端的 不 等 式 . ] 


$7 $1 定理 2 的 证 明 


利用 8 6 中 的 定理 1.§ 8(1) 式 及 $5 中 的 定理 1 就 可 以 
证 明 $1 中 的 定理 2. : 
$1 定理 2 的 证 明 对 任意 的 w< 亏 ， 由 86 (9) 式 ， 


8 6(D 式 及 8 5(31) 式 得 四 
GD 3 -om (>2), 


囊 训 = 和 


这 里 的 0 常数 各 无关 ， 不 妨 假 定 当 ga<w<sr 时 2 >0 
及 了 (sv)>0、， 设 mw 是 任 一 满足 以 下 条 件 的 整数 
Sp_1<n Sy 
bn) 0n), sh-1<n<sy, 
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对 取 定 的 ww, 以 下 三 种 情形 至 少 有 一 种 出 现 ， 
[i] b(n) > 了 8 ()， Ski1<n Sy; 
[ii] 存在 wss_i<m <n, 使 得 
Bw) < 二 b(n), 
但 当 %w<n<mw 时 ， 
b(n) > Dn); 
[ii] 存在 wn*<w<s, 使 得 
bw) < bm"), 
而 当 w*<m<w 时 ， 
b(n) > 二 bn"). 
当 情 形 忠 出 现时 ，(a) 车 有 


mo <7b, 
则 由 (了 D 式 得 
® so 2( DR) (2, |) 
ln Si 和 In， si1<n<<sy; 
若 有 In <8B, 
则 由 8 5 中 的 数列 (26) 的 构造 及 数列 (7) 的 性 质 (10) 知 ， 
(3) 5) < bn’) <25 (sr) < 二 二 到 


In” “sn nn WN Spi. 
当 情 形 [这 出 现时 ， 由 第 三 章 $12)、 本 章 $5 (27) 及 
(31) 式 得 
» 了 35 -。 


bn) > 总 0 > I p(n) 名 工 


RA-1 HES nn n= 十 二 人 
(二 ). 


1 和 nm 
> 可 80o)In 马 
进而 由 35 中 的 定理 1 及 85(81) 式 知 
“ 站 六 1 
> 5) + 0 (Te) 
> 于 5 


可 
In sr “ 

由 以 上 两 式 及 (了 DD) 式 推出 
bw) =O0((Ins)™®), 


因而 得 
(4) bn) b(n) =O((In ss) 2)=0((Inn) »), 
Sp- 1 


当 情 形 [iii] 出 现时 , 完全 同样 地 可 证 明 ( 少 式 成 立 . 
综合 (2)，(3)，( 沁 式 ,证 明了 对 任意 的 a< 吉 ， 有 


bn) -OC((Inn) 3), Spi 
由 于 这 里 的 0 常数 和 % 无 关 , 这 就 证 明了 $1 中 的 定理 2. 】 


第 六 章 习 题 
1 设 本 办 一 习 c0D PeraGD 一 | 起 GO0 卫 2) 斌 


证 明 ， Fx(o 一 二 马 a (m2) (k=1, 2, ey). 

2. 设 alw) 由 $ 1( 光 式 给 出 . 试 证 明 ， 极 限 lim alw) 若 存在 ， 则 必 竺 
于 一 YY. 

3. 设 gCz) 由 8203) 式 给 出 。 试 证 明 : 极限 im gz) 若 存在 , 则 必 等 于 
2 十 3377， 

4. 证 明 8$8 3(8) 式 . 

5. 证 明 § 3 中 (1 至 (5) 式 ， 
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第 七 音 一 
第 三 个 证 明 (简介 ) 


本 章 简单 介绍 如 下 形式 的 素数 定理 的 实 分 析 证 明 ， 对 任 
意 正 数 4>>0, 有 
(*) 由 (oO =—2+O(v( Inge) ®), 
其 中 CO 常数 和 4 有 关 . 由 第 三 章 $ 工 定理 2 知 这 一 命题 与 
ke) 一 二 Ooegtney 人 4) ， 
TH) =Liw-tO (Iny) -4 人 
均等 价 ， 其 中 Liz 是 由 第 三 章 $1(22) 式 给 出 的 对 数 积 分 . 
也. Bombieri 证 明 这 一 命题 的 途径 和 我 们 的 第 一 个 证 明 
本 质 上 是 一 样 的 .他 首先 正确 地 推广 了 Selberg 不 等 式 , 然 
后 从 他 得 到 的 一 般 的 Selberg 不 等 式 出 发 ， 经 过 类 似 的 实 分 
析 讨 论 , 证 明了 这 一 命题 . 但 是 , 这 两 个 方面 都 要 比 第 一 个 证 
明 复 森 得 多 ， 尤 其 是 后 者 要 用 到 许多 变换 理论 和 实 变 函数 
论 的 知识 ， 本 章 仅 证 明 一 般 的 Selberg 不 等 式 然后 极其 
简略 地 指出 如 何 从 它 来 证 明 这 一 命题 .详细 证 明 可 参看 
Bombieri[1i]l. 
还 应 该 指出 的 是 : Bombieri 的 证 明和 需要 用 到 第 二 个 证 明 
所 得 到 的 那 种 结果 , 即 存 在 一 个 正 数 a, 使 得 
V2) 一 % 十 OZCmnoe)  )， 
而 仅 用 由 (w) ~2 是 不 够 的 .在 第 二 个 证 明 中 已 经 指出 wa 可 


到 任意 小 于 去 的 正 数 . 


在 第 五 章 81 中 我 们 已 经 简单 说 明了 这 一 证 明 的 想法 . 
要 求 出 一 个 函数 ， 它 的 广义 M6bius 变换 为 (T(x) 一 Ti(w)) 
(mcz) G 关 23)( 见 第 五 章 $ 了 并 不 困难 . 但 是 , 如 何 找到 一 种 正 
确 的 形式 把 Selberg 不 等 式 ( 第 五 章 8 2(3) 式 ) [特别 是 把 在 
第 一 个 证 明 中 直接 应 用 的 这 个 不 等 式 的 一 个 加 权 平 均 并 取 绝 
对 值 后 得 到 的 不 等 式 ( 第 五 章 $ 2(14) 式 )] 推 广 到 任意 的 l=2 
的 情形 , 以 使 有 可 能 从 此 推出 (*) 式 , 却 远 非 一 件 简 单 的 事情 . 
本 章 的 目的 与 其 说 是 要 证 明 (*) 式 , 还 不 如 说 是 要 得 到 一 般 的 
Selberg 不 等 式 ， 我 们 将 在 第 五 个 证 明 (〈 见 第 十 一 章 85 和 定理 
1 中 用 初等 的 函数 论 方法 来 证 明 (*) 式 . 

为 了 推广 Selberg 不 等 式 ， 需 要 进一步 讨论 在 前 面 几 音 
中 起 着 十 分 重要 作用 的 两 种 数论 运算 算术 函数 fw 的 
Mobius 变换 ( 见 第 二 章 § 2(12) 式 ) 

9(n) = of(0), 
以 及 实 函 数 了 (w) (wz 之 1) 的 广义 Mo6bius 变换 ( 见 第 二 章 86 
(7) 式 ) 
G(z)- 怠 F(2) (w>1). 

我 们 要 分 别 推广 这 两 种 运算 ， 讨 论 在 初等 数论 中 十 分 重要 的 
Dirichlet 卷 积 (本 章 8 1 及 广义 Diriehlet 卷 积 (本章 8 2). 


也 可 以 说 本 章 的 目的 就 是 为 了 介绍 这 两 种 运算 .关于 卷 积 的 
基本 知识 参看 Apostol [于 第 二 章 及 Amitsur[1]. 


S1 Dirichlet 卷 积 


我 们 以 和 表 由 全 体 算 术 函 数 所 组 成 的 集合 、 同 时 为 了 
方便 起 见 , 用 一 些 符号 来 代表 常用 的 几 个 算术 函数 , 其 中 有 的 
,， 138 。 


符号 也 可 以 代表 和 定义 在 z 关 1 上 的 实 函 数 ， 这 在 使 用 中 是 不 
会 混淆 的 ， 这些 符号 列 于 下 表 ; 


表 1 


代表 的 算术 芳 数 


ulm) 一 | 二 7 一 1 2, - 
TW) =1, n=1, 3，.…- 
LW =Iinn, R=1, 3, "+ 


N (nn) 一 多， 多 一 工 ， 2, 


代表 的 实 冰 数 

um) -| 二 | w=1 
TW =1, wl1 
Lm =1ng, w>1 
N (2) 一 2 并 


NM6pbius 陋 数 ( 见 第 二 章 $3( 作 式 ) 
Mangoldt 函数 ( 见 第 二 章 8 5(3) 式 ) 


SH RR 


pe 


定义 1 设 JEA,9EA. 我 们 把 由 等 式 
(DD hn) 一 六 f (Dg( 扫 ) 


定义 的 算术 函数 天 称 为 上 和 9 的 Dirichlet 卷 积 (简称 卷 积 )， 
记 作 


(2) h=f*g. 

利用 表 1 中 的 符号 , 前面 所 证 明 的 公式 可 改写 为 : 
(3) Mw#IT =, 〈 兄 第 二 章 8 8(6) 式 ); 
(4) A*I=L, ( 见 第 二 章 8 6(4) 式 ); 
(5) ww*L=4, ( 见 第 二 章 § 6(5) 式 ); 
(6) (ppD)*I 一 一 4，〈( 见 第 二 章 $6(5) 式 ). 


公式 (3) 和 (多 是 卷 积 的 基本 公式 . 利用 卷 积 符号 ,算术 函数 
了 的 Mobius 变换 可 写 为 
《7) fal. 

下 面 我 们 来 讨论 卷 积 的 性 质 : 

由 第 二 章 $ 24 纪 式 及 除数 定义 , 有 
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(8) Df) DAs)gD) = BF, 
这 里 最 后 一 个 和 式 表示 对 所 有 满足 mr=m 的 正 整数 对 Qnr 
求 和 ， 从 这 最 后 一 -个 式 子 可 清楚 看 出 , 在 这 些 和 式 中 , 和 和 yg 
的 地 位 是 对 称 的 ， 根 据 卷 积 的 定义 和 式 (8) 立 即 可 推出 下 面 
的 卷 积 的 最 基本 的 性 质 . 

定理 1 (a) 分 配 律 : 对 任意 复数 wos 有 


(9) (C1fit+C2f2) *g=01(f1*9) + ca(f2*9), 
(bh) 算术 函数 入 是 卷 积 的 单位 , 即 对 任意 的 了 EA 有 
(10) u*#f—f*u=f, 

(0) 交 换 律 ， 

(11) f*g—g*f. 

(9) 结合 律 ， 

(12) f* (gxh) =— (fxg)*h. 


证 性 质 (a) 和 (b) 可 由 着 积 的 定义 ((1) 式 ) 直接 验证 .性 
质 (e) 由 定义 1 及 (8) 式 的 第 一 个 等 式 立 即 推出 ， 下 面 证 明 性 
质 (d). 利用 (8) 式 的 最 后 一 个 表达 式 表示 卷 积 , 得 到 
(13) (fr(gxh)) 一 2 Fd) (grh) (7) 

1) D9) RO) 
: = f(D ghD), 
(14) 《Crg)r nm) DCFfrg) Dhl) 
-2 (Of gD hr)) 
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— 之 Js)9g (GD 
由 以 上 两 式 就 证 明了 性 质 (d) , 因为 这 两 式 的 右 端 是 同一 个 和 
式 , 仅 是 字母 不 同 而 已 。 】 

由 卷 积 的 交换 律 和 结合 律 知 ， 人 生意 多 个 算术 函数 不 管 以 
怎样 的 次 序 来 作 卷 积 , 其 最 后 的 结果 是 一 样 的 ,所 以 可 写 为 
(15) fx for-*fi. 

类 似 于 (18) 式 那样 , 容易 证 明 

G6) (Psjorex 阳 罗 一 DD fd) fal) fy), 

右 端 表示 对 满足 条 件 0aags… 加 一” 的 正 整 数组 ,adz, -…， 
求 和 . 

利用 卷 积 符号 ，Mobius 反 转 公式 (第 二 章 863 引 理 巧 可 
表述 为 : 设 fEA, gEA.， 则 


(17) 9—f*I 
成 立 的 充 要 条 件 是 
(18) 了 一 Kxg. 


利用 所 证 明 的 卷 积 的 基本 性 质 ， 及 基本 公式 (3) , 这 一 反 转 公 
式 可 十 分 简洁 地 证 明 ， 因为 车 以 7) 式 成 立 ， 则 两 边 用 jw 作 卷 
积 , 由 性 质 (1)，Q2), (3) 式 及 性 质 (10) 就 推出 (18) 式 , 即 
Hxg 一 Lx (fs7) = (fr+D*p—f*(T*n) =—f*u—f. 

同样 的 , 车 式 (18) 成 立 , 则 两 边 用 工 作 卷 积 后 即 得 (7) 式 . 这 
就 证 明了 这 一 反 转 公式 . 

由 这 一 反 转 公式 可 看 出 (多 式 和 (6) 式 是 等 价 的 ， 

定理 2 设 刀 为 完全 可 乘 函 数 , 我 们 有 
(19) h(f*g) = (hf)* hg)”™. 

*) hf 表示 通常 的 函数 相 狠 ， 人 RD Co) 一 h(n)f00)。 
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此 外 ,对 算术 函数 工 , 有 
(20) L(fe9) = (Lf) gt+ fr C9). 
证 “由 完 全 可 乘 租 数 的 定义 ( 见 第 一 章 $ 3(10) 式 ) 得 
Bf)) 1) Rn) (fr9) (m) =hCn) Df Agr) 
- EhOF OR IC) = (CRF) Chg)) 0m). 
这 就 证 明了 (19) 式 . 
(Ls9)) 1) =Inn Df) gC) 
~ DH Gndtinnf (Dg) 
~ TE And) + Df) Gang 人 
= (Lfug) (WW) + (fe(L9)) Go 
这 就 证 明了 (20) 式 ，】 
利用 数学 归纳 法 , (20) 式 可 作 如 -下 推广 (证 明 留 给 读者 )， 
对 任意 下 整数 m4, 有 
CD m= ) DD) 
0\ 7 
及 
< Wd 一 7 fal Tr 
9) rpg (mdp), 
更 一 般 的 (21) 式 可 进一步 推广 为 
(28) 
Infinforeeafi) 
To! 


i Tra Dr If) Tf), 
其 中 到 一 工 
在 证 明 式 (22) 时 , 要 把 (20) 式 改写 为 


* 142. 


(Lf)*g9=L(f*9) —f*(Ly). 
然后 用 归纳 法 . 
下 面 我 们 看 一 看 (20) 式 的 应 用 . 当 
(24) f*g—u 
时 , 由 (20) 式 可 得 
0=Lu= (Lf)*gtf*(Lg). 


设 

(25) h=— (Lf)*g, 
则 有 

(26) h——f*(Lg). 


由 (3) 式 知 , 我 们 可 取 f= 工 ,9 一 kh， 这 时 , 由 (5) 式 可 知 , 根据 
(25) 式 所 定义 的 =44, (26) 式 就 给 出 了 公式 《6). 

如 果 在 (26) 式 两 边 用 g 作 卷 积 , 则 得 
(27) Lg= — g*h. 
这 公式 表明 ;在 条 件 (24) 成 立时 , Lg 可 用 卷 积 来 表示 , 其 中 天 
由 (25) 式 给 出 ， 这 一 点 在 以 后 是 有 用 的 . 

在 (24) 式 成 立时 ， 利 用 (20) 及 (27) 式 可 得 到 下 述 递 推 公 
式 : 设 整数 加 兰 0 有 


(28) (L" if)#*g— LL"f)*9) — (Lf)* (Lg) 

=L(CL”f)*9) + (CL™"f)* (g*h) 

=—L(CL"f)*g9) +h*((L"f)*g), 
当 m 一 0 时 , 这 就 是 (25) 式 ( 即 妃 的 定义 户 反 复 利 用 这 一 公式 ， 
最 终 可 把 (全力 *g 用 卫 和 表示。 例如 , 当 和 一 0 二 2 3 
时 有 

CLf)*g—h, 
Cf*g— LLI) #9) th*( (Lf)*g) 
, 143、 


= Lh + hxh, 
(LI rg LL #9) thr( (Lf)*g) 
=— Lh Lh) + hr (Lh) hhh 
一 Sh 二 BS(Lh)*h 十 xb* 下 ， 
最 后 一 步 用 到 了 (20) 式 , 以 及 
(Lf)#9= LR 4 #h -3CLh)* (Lh) 
+6CLh)*h*ht- hrh*h*h. 
为 了 更 方便 地 求 得 这 种 表达 式 ， 我 们 定义 如 下 的 多 元 多 
项 式 : 
Pi (21) =%1, 
Dnti(Wr “°°, Pmti) — DPn (RL1, ~**, Wm) 
+wP (ws1, *, Vm), 
其 中 D 代表 微分 算 子 , 且 规 定 
(30) ay = Wr 1. 
例如 


(29) | 


D(B8zizs) 一 3( Dot) ) vat B77 (Dz,) 


— 6w102 + Bwiws. 


显然 这 一 串 多 项 式 是 完全 确定 的 , Pw 的 最 高 次 项 为 xY, 其 系 
数 都 是 正 整 数 . 我 们 不 难 算出 

Pa(wi, ra) 一 0a 十 21， 

Ps(w1, Va, ta) 一 0 十 8caz + 3, 
Pa(w1, vo, Wa, Wa) 一 0 十 40s01 十 822 十 6cao4 4, 

等 等 ， 现 在 ， 我 们 规定 ww 表示 算术 函数 天 -项 多项式 中 
两 个 变数 相 乘 表示 它们 所 代表 的 算术 函数 作 卷 积 例如 
8za22w1 就 表示 

3CL3h)* CLh) *h*h, 
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用 这 样 的 规定 代入 后 ， Pa (1, ”> om+1) 即 表 示 (T "if)*g. 
不 稚 验 证 前 曾 已 经 列 出 的 2 一 0, 1，2, 3 的 情形 〈 留 给 读者 
验证 )。 多 项 式 的 这 种 定义 及 其 与 算术 函数 的 对 应 关系 , 实际 
上 是 完全 由 递 推 公 式 (28) 及 工 的 性 质 (20) 所 决定 的 . 

下 面 我 们 举 一 个 例子 说 明 公 式 (28) 的 应 用 ， 在 第 五 章 
8 2(6) 式 中 我 们 定义 了 一 个 算术 函数 da(m, 若 以 4s 代表 这 
函数 ,用 这 里 的 符号 可 表 为 
(81) As—=LA+A*A. 
而 另 一 方面 ,在 (28) 式 中 取 m=1, 了 一 二 g 一 jk， 这 时 由 (25) 
及 (6) 式 知 h=A, 因 而 有 


(32) Li*w— LA+A*4, 
这 通常 称 为 Selberg 恒等式 . 由 此 知 
(83) 4s— Li*p. 

有 时 这 也 用 来 定义 4s， 由 此 , 可 更 一 般 地 定义 算术 函数 
(34) An = L™"*p. 
显 见 

《85) Ao=u, 4 一 4 

由 式 (28) 得 
(86) 4 一 工 4 十 4 
由 此 容易 看 出 , 对 任意 m 之 0, 必 有 

(37) A nN) >0. 


定理 3 若 f 和 9g 均 为 可 乘 函 数 , 则 fxg 亦 为 可 乘 函 数 . 
证 首先 证 明 一 个 关于 除数 分 解 的 结果 . 设 (m, %) 一 1， 
Ga 再 设 而 一 (@ m), da 一 (qd, no), 则 B=dds, (td, 02) 
一 1. 这 很 容易 从 算术 基本 定理 (第 二 章 §$2 引 理 1) 及 其 关于 除 
数 和 最 大 公约 数 的 两 个 推论 (第 二 章 82 推 论 1 及 推论 2) 推 
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出 , (详细 推导 和 留 给 读者 )， 反 过 来 , 由 同样 的 理由 可 证 明 , 车 
(m, 1) 一 7， di |m, zj 则 9 一 Qj4s 必 整除 mn， 这 样 一 来 ， 当 
《m, 1) 一 1 时， 在 m 的 除数 和 的 除数 gs 组 成 的 数 对 
oa，aa 同 mm 的 除数 0 之 闻 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关系 , 因而， 
当 (m, ww) 一 工时 , 有 


(fsg)] (mm) = 习 ja)o( 2 


-= 如 及 f 90)9 (人 9-) 
~ 六 /9g( 是 ) 如 19g( 晤 ) 
= (Cf*g)(m)) ((f*g) (n)), 
这 就 证 明了 定理， 站 
为 了 进一步 研究 卷 积 的 性 质 ， 我 们 需要 引进 算术 函数 的 
逆 范 数 的 概念 . 
定义 2 设 JEA、 如 果 存 在 9EA 使 得 
(38) f*g—u, 
则 称 g 为 了 的 Dirichlet 北 函 数 (简称 这 函数 )， 记 作 9= 
下: *#) 
定理 和 设 JEA. 了 有 道 函 数 的 充 要 条 件 是 : f (1) 冯 0. 
当 了 有 逆 函 数 时 ， 它 的 闭 函 数 是 唯一 的 ， 由 以 下 递 推 公式 给 
出 ; 
_ 1 
f "(1) fF 
(9) | 7 
ff (n) 7 Of (7), n>1, 
*) 在 本 章 中 , 当 了 是 算术 函数 时 ,~1 均 表示 其 道 函数 , 而 不 是 1/7。 
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证 车 请 有 道 函数 % 则 由 
1—u(l1) =f(1)g(1) 
推出 f(1) 0. 
如 果 它 还 有 道 函数 9: fxg' 一 uw， 两 端 用 g 作 卷 积 得 (利用 定 
理 1 的 性 质 ) 
gursg—g*(f*g) = (grf)*g 一 wz9 一 9 
这 就 证 明了 唯一 性 .下面 证 充分 性 ; 当 (1) 关 0 时 , 由 递 推 公 
式 (39) 确 定 了 一 个 算术 函数 了 :wm). (这 时 我 们 还 不 知道 它 
是 道子 数 ! )， 由 这 公式 知 ， 


1-f (Df!(D, 
Of (Df) + Bf) 


— 2 DF Or), (n>1). 
这 就 是 
v=f*f"1. 
所 以 这 样 确定 的 函数 广 - (的确 是 了 的 逆 函 数 .可 
定理 和 (2) 若 f ~=g, 则 g 1=; 
(40) (b) (f*9) ?= (f(y); 
(o) 若 了 是 不 恒 等 于 零 的 可 和 屁 函 数 , 则 f° 存在 且 亦 是 可 乘 函 
数 ; 4d 若 f，f*g 都 是 可 乘 函 数 , 则 9 亦 是 可 乘 函 数 . 

证 ”性质 (a) 和 和 (b) 是 定义 和 卷 积 的 性 质 (10)、(11) 及 
(12) 的 显然 推论 。 现 在 证 明 (c)， 由 于 不 恒 等 于 零 的 可 乘 函 
数 必 有 f(1) 一 1 故 由 定理 4 知 f°? 存在 , 且 f (Di. 下 
面 用 数学 归纳 法 来 证 明 广 ” 的 可 乘 性 ， 当 (am 一 二 mm 一 1 
时 , 显然 有 


(41) 太一 太太 
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成 立 ， 现 设 1P2 上 且 当 (mw 四 一 1 om < 时 ，(41) 式 成 立 ， 
别 当 (wm) 一 二 mm 一 6 时 , 由 (389) 式 及 归纳 假设 知 . 


) 


(2) 六 om 加 AD (TP 


-站 1 


-— 忆 pC EG 
~ 一 习 7 (至 )7 
- 加 Jo 三 (全 ) 7 


- 习 jGoj (至 ) 习 7Gof (人 
一 F-:(oa) 广 :in) -上 :1Coo) 太 +) 
fim) fn) = fm)f (0), 
这 就 证 明了 (0), 其 中 除数 4 分解 为 &da 和 定理 3 的 证 明 中 
相同 , 
“由 于 g= 了 (fxg), 由 (0) 及 定理 3 就 证 明了 (d). 1 


$2 广义 Dirichlet 卷 积 


以 RR 表示 由 全 体 定义 在 zx 关 EL 上 的 函数 组 成 的 集合 。 本 
节 利 用 本 章 $1 表 1 中 规定 的 符号 . 
定义 1 设 fEA, FER. 我 们 把 由 等 式 
*) 容易 看 出 (39) 式 可 改写 为 443) 式 的 形式 。 
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GD G(m = DFP(E) (o>1), 


定义 的 函数 GER 称 为 是 了 入 的 广义 Diriohlet 卷 积 ( 简 
称 广 义 卷 积 )， 记 作 


(2) G=f°%, 
或 
(3) G=— BS:(F). 

这 样 , 了 的 广义 M6bius 变换 就 可 表 为 
(4) ToF 或 SI(F). 
而 第 二 章 87 中 的 (3) 式 入 ) 式 ” 即 可 表 为 
(5) T=Ioy= 8S)) 
利 
《6) 由 一 Hod 一 SC)， 
其 中 
(7) T(r)=—=In([2]!) (2>1). 


广义 卷 积 的 两 种 写法 (2) 和 (3) 在 使 用 中 各 有 优点 。 当 
我 们 要 连续 进行 多 次 广义 卷 积 运算 时 ， 写 法 (3) 比较 方便 ， 下 
面 主要 用 这 种 写法 . 这 种 写法 实际 上 是 把 广义 卷 积 看 作为 集 
合 民 到 它 自身 的 一 个 由 了 确定 的 映射 8， 为 了 统一 起 见 , 我 
们 把 民 中 的 函数 的 普通 乘法 也 看 作为 R 到 它 自身 的 映射 , 即 
设 互 ER 基 一 给 定 的 函数 ,对 任 一 了 ER 作 乘 积 G== 玉 了 ,这 
样 就 确定 了 民 中 的 一 个 由 函数 五 所 确定 的 上 映射， 
FG, FER, 
记 作 
GH(F)=HF. 
上 式 中 的 第 一 个 互 就 代表 一 个 映射 ,第 二 个 五 表示 一 个 函 
#) 这 两 个 公式 是 可 以 独立 证 明 的 。 
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数 , 这 两 种 意义 是 不 会 混淆 的 ,而 且 实 际 上 是 一 样 的 。 以 后 闫 
于 映射 的 相 加 、 相 乘 及 乘 宕 的 含意 及 表示 与 一 般 集 合 论 中 记 
使 用 的 相同 .例如 
Sn+i+Sy,, Sy 
均 表 示 两 个 映射 相 加 , 即 
(Sai Bi) (ED) 一 Sr ED) +Sn(F), 
(S++ H)(F)=8;(F)+H(F); 
而 SnSs, SH™ 
表示 两 个 映射 相 乘 , 即 
(S81) (BP) = (SCF)); 
(SyH)(F)=S(HCF)). 
关于 乘 尹 , 我 们 规定 S?、8° 均 表 示 恒 等 映射 ”, 即 
S?(F)=F, HF)=F. 
一 般 的 
% 个 
S?= 7197 By, (n>1); 
如 个 
H"-H FH. 8B, (m=1). 
由 广义 卷 积 的 定义 立即 可 证 明 以 下 的 基本 性 质 ; 
定理 1 〈a) 若 对 任意 的 丈 ER, 有 S,(F) 一 S,《F), 则 必 
有 二 0; (hb) 分 配 律 : 对 任意 复数 c1.cs, 有 
(8) 心 oj toss — O18, -+ CoS'y,, f1EA, fa€Aa, 
(9) Sr(erFit oF 一 0491 (万 1) + cPs), 
EA, FER, Fs.ER, 
*) 注意 Sy 五 和 8S7 ( 互 ? 不 同 。 
** 我 们 不 考虑 了 ==0 或 五 =0 的 情形 。、 
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即 

《8”) (C01 fi osf2) oF =c(f1°F)+oa(f2°F), 
(9") f° (orFi+os By) = 0 f°oF1) to f° FF). 
(0)S。 是 恒 等 映 射 , 即 


(10) Su(F)= FF, FER, 

亦 即 么 是 广义 卷 积 的 单位 . 

(10” Wo 下 一 下 

(4d) 对 EA, IEA, 有 

(11) SyS, = SSy = Sp, 

即 

(11’”) folgo°F)~go (foF)—(f*g)oF, 
一 般 的 , 对 J1 EA, f,EA,…, fr EA, 有 ” 

(12; Srp = Sgr 


证 ”性质 (a)、(b) 和 (06) 由 定义 1 直接 验证 即 得 . 
”因而 
(183) S?= So. 


下 面 证 明 性 质 (d). 对 任意 的 了 ER, 由 映射 乘法 的 定义 知 
(SsS0) (F)=Bs(So(B)). 


所 以 , 由 定义 1 知 
(C8180) (F))(%) = (SCSo(F))) (2) 


= fm) (9,(F)) (2) 
-fm) Dg (2 ) 
-DIWWgm)r(F) 


”这 一 公式 清楚 地 表明 写法 (3) 的 优点 , 如 利用 写法 (2) 将 出 现 重 括号 ， 
用 起 来 很 不 方便 。 
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= 习 (frg) DFT)- (80(F)) (o), 


由 此 及 f*g 一 g*f 就 证 明了 (11) 式 ，、 利 用 归纳 法 由 (1D) 式 
就 推出 (12) 式 .] 

利用 广义 卷 积 符号 , 广义 M6bius 反 转 公式 ( 即 第 二 章 
$6 引 理 3) 可 表述 为 : 设 了 ER, GER， 则 


(14) G—Si(F)=IoF 
成 立 的 充 要 条 件 是 
(15) FP—8,(G) = 10. 


这 一 结果 利用 定理 1 中 所 证 明 的 性 质 (b) 和 (0) 能 十 分 简洁 地 
证 明 ， 车 (1 多 式 成 立 , 则 由 (11) 式 、$ 1(3) 式 及 (10) 式 得 
Bu (GD ~ (Si(F)) = (B87) (F) —S,nr(F) 
=S,.(F) =£. 
这 就 证 明了 (15) 式 . 反 过 来 , 可 同样 证 明 . 
广义 卷 积 的 另 一 个 重要 性 质 是 
定理 2 
(16) TS 一 SS 
即 对 任意 的 PER, 有 
16) LfeF)~ Lf)oF+f LPF). 
证 ”由 定义 知 
(LfoF)) Co) -Ino fm) P(E) 
= DFWIne (2) 
+ fn) 
~— (Sy2(F)) (2) + (S1L(F)) (2), 
” 请 读者 注意 区 别 符号 “7 在 这 两 式 中 出 现在 三 个 不 同位 置 的 含意 ， 
+ 152。 


和 1 
定理 表明 : 映射 乘积 LS; 一 般 说 来 是 不 可 交换 的 ， 即 


9y 天 总 也. 
利用 数学 归纳 法 , 由 定理 2 可 推出 ; 对 任意 整数 n 之 0, 有 
(17) LSy 一 S|( js 
Gd8) sn CD" (jie, 
以 及 
(19) Bm= TD’{ Lm-rgyTr 
Dp 


在 证 明 (18) 和 (19) 式 时 , 要 把 (16) 式 分 别 改 写 为 
SL= LS8;— Bz, 

及 Sri— LS -SL. 

具体 推导 留 给 读者 . 

当 fxg 一 w 时 ,相应 于 (Lmf)*g 用 工 入 ( 见 § 1(25) 式 ) 
表示 的 结果 ( 见 $1 中 (249 式 至 (81) 式 )， 下 面 扯 明 一 个 以 后 
要 用 到 的 结果 . 

定理 3 设 EA, gEA, f*g=—u. 青 设 4 由 $ 1(25) 式 
给 出 .由 对 任意 的 整数 m 宇 1, 有 
(20) SyrmSg = Pn(Ss, Shr, *, Sprm:), 
及 
(21) SiSyim — Pn(— Ss, 一 心 xz ”5 — SLm-:). 
其 中 Pn aa ,Wm) 丰 由 $1(29) 式 组 出 的 加 元 mm 次 
正 系数 多 项 式 . 

证 由 $1() 式 知 SyinSsg=Swrmxo。 再 由 上 一 节 中 规 
定 芍 如 何 由 多 项 式 Pn《wi，za，…， zm) 得 到 (JZL",*9g 的 方法 ， 
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就 可 立即 得 到 (20) 式 ， 若 设 
(22) h' = (Lg)*f, 
则 由 (20) 式 及 § 1(11) 式 得 
(28) SySyrm— SymSs= Pn (Sy, Syr, *, Sym), 
注意 到 由 $ 1(20) 式 可 得 
0=Lu=L(f*g) =— (Lf)*g+f* (Lg), Bh = —h. 
因而 由 (8) 式 得 
心 xjrrr 一心 _hzr 一 一 人 hr (r=0,1,..., m—1) 

由 此 及 (28) 式 即 推出 (21) 式 .了 

利用 广义 卷 积 的 性 质 ， 也 可 给 Tatuzawa-Iseki 的 引 理 
〈 即 第 五 章 82 引 理 1) 以 一 个 简洁 的 证 明 .， 用 这 里 的 符号 , 该 
引 理 可 表述 为 : 设 FER, GER, 且 (1) =G(1). 则 
(24) G=B81(F) 
成 立 的 充 要 条 件 是 ， 
(25) L(F)+SA(F) = (5,D) (0). 
证 明 如 下 ; 若 (24) 式 成 立 ， 则 由 (16) 式 、$ 工 的 (5) 与 (3) 或 及 
(10) 式 得 | 

(SD) GD = (SD) (SI1(F)) = (SLLS7) (FY 

=— (SSL+ SBD)) CF) = (SS (F) 十 (SS 也) (F) 

oi FICISSD LPF)) = Snr BF) +S,u LPF)) 

SAF)+SAL(F)) =S(F)+LCE), 
这 就 证 明了 (25) 式 . 反 过 来 , 可 同样 证 明 . 

最 后 , 我 们 引进 映射 5S; 的 负 次 窒 的 概念 ， 若 算术 函数 了 
有 逆 函 数 广 见 8 定义 2), 则 定义 
(26) SFT =Sy, SF"= (SF)" (n>0). 
由 于 道 函 数 若 存在 , 一定 是 唯一 的 , 所 以 这 个 定义 是 唯一 确定 
的 。 由 定理 1 中 的 性 质 (b)、(6) 及 (48) 式 容易 证 明 ; 这 样 定义 
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负 指 数 以 后 映射 的 指数 运算 都 成 立 , 即 对 所 有 的 整数 mm 及 
有 

(27) SYS?=SP+", 

(28) (S7)"= B87™. 

《证 明 留 给 读者 ). 特别 的 ,由 $ 1(3) 式 知 

(29) Sj!=— Br, Si1= 8S,. 

本 节 及 上 节 的 结果 和 和 例子 表明 了 引进 卷 积 和 广义 卷 积 的 
概念 与 符号 的 优点 ， 它 不 仅 避 免 了 多 重 和 号 在 书写 上 的 不 方 
便 与 容易 出 现 错误 ， 而 且 更 重要 的 是 可 清楚 地 看 出 这 些 关 系 
式 的 本 质 和 相互 联系 ， 使 我 们 便于 作 各 种 推广 和 得 到 进一步 
的 性 质 。 读者 若 有 兴趣 ， 可 以 把 前 几 章 的 结果 和 推导 用 这 里 
引进 的 符号 表达 , 你 将 会 发 现在 许多 地 方 这 样 做 是 有 益处 的 . 


$3 映 射 类 Bh,n 
定义 工 一 个 广义 卷 积 映射 Sy 称 为 是 正规 的 , 如 果 它 可 


下 为 
OD S1—S2 1 8%, 

其 中 为 整数 ,ar(1<r<R) 为 非 负 整数 , 且 满 足 条 件 
(2) Za>0. 

a 称 为 正规 映射 5S; 的 级 , 记 作 5( 了 ), 把 

(8) pTrtDo-a 

称 为 Sy 的 权 ， 


当 a 过 0 时 ， 
» 了 5 与 。 


= PA 
Of Te De 0, 
a 个 ad 个 CR 个 
当 wxw<0 时 , 由 $2 中 (26) 及 (29) 趟 知 ， 
(5) 站 一 (了 了 了) 本 (有 本 本 0 7 
人 一 一 


一 个 od 个 a 个 
正规 映射 具有 以 下 性 质 : 
定理 1 
(6) p(f)>6(f); 
(7) p(f)>0, 
其 中 等 号 当 且 仅 当 wa 一 中 一 … 一 azg 一 0 时 才 成 立 ， 即 f=w 时 
才 成 立 . 


证 由 (2 式 3) 式 及 oy 之 0 知 
p(f)= > (rr 十 1)ay 一 > Pro> o>a. 
这 就 证 明了 (6) 式 ， 若 p(f)=0, 则 由 上 式 知 4 一 … 二 or 一 0， 
进而 推出 a 一 0. 】 
定理 2 车 S; 是 正规 映射 , 则 f(m) 宕 0. 
证 当 a 过 0 村， 由 式 (6) 及 I) 一 4，(Im)' 之 0 即 得 
ft >0. 当 a 之 0 时 ,由 久 (84) 式 知 , Ds 可 写 为 


RE 
Ss 一 Se on) I (S'S)™ 


ed 
一 SYS 


出 (2) 式 知 最 后 一 式 的 指数 均 为 正 ， 由 8$1(87) 式 知 4 人 mo) > 
0, 因而 亦 得 了 (mw 二 0. 时 

我 们 所 要 讨论 的 映射 是 正规 映射 的 线性 组 合 ， 更 确切 些 
说 是 下 面 定义 的 映射 类 妇 ,,，. 

定义 2 设 整数 有 >0, n>h 由 全 体 权 <n, 级 < 有 的 正 
"TI56 。 


规 上 映射 的 线性 组 合 所 组 成 的 集合 称 为 映射 类 2,，. 
容易 证 明 映 射 类 乡 x。 有 以 下 人 性质: 
定理 8 车 Sy、 Sy 均 为 正规 映射 , 则 89。 一 Srxsr 亦 是 正 
规 上 映射 , 且 
(8) SC(f*g)=6(f)+6(9); 
(9) plf*g)=p(f)+p(g). 
由 定义 直接 验证 即 得 . 详细 证 明 留 给 读者 . 
定理 (a) 车 及 宇 思 ， nz 宇 rm, 则 
.CC 
(b) 若 SjE€ Bi,n, 则 一 定 存 在 Sr E 9 使 得 
[fm |<o0m) (m=1, 2,.…). 
(0) 若 Sy En,n, Sy E Gmsm, 则 
Ss,S'y, € GT ni tm. 
证 ”(@) 是 显然 的 . 车 SE Bi,,, 则 由 定义 知 存在 权 委 w， 
级 < 的 正规 映射 Sj，Sy,,，…，BSy,, 使 得 
Sy=0618y, + 6S, +t to = So oss. to 
最 后 一 步 用 到 了 $2(8) 式 ， 现 取 g=|[ei|fi 十 |cal 十 … 
十 ef， 由 定理 2 知 fy(m) 之 0， 所 以 满足 |f 0m) | 志 g 0m). 
面 由 8 2(8) 式 知 
Sys= [ei|S'y,+ |ca|Sy,t :t+ |61| Sy,. 
所 以 SjE ir, 这 就 证 明了 (pb). 性 质 (0) 当 fi, fs 为 正规 
映射 时 , 由 定理 3 立即 推出 , 因而 由 上 映射 的 乘法 知 对 一 般 情 形 
亦 成 立 . 】 
定理 人 车 Sj€ Bi,s, 则 对 整数 m 之 1, 有 
Sprm E Bhirm,ntm. 
证 显然 只 要 讨论 m=1 及 5 是 正规 映射 的 和 情形、 为 
方便 起 见 , 对 任意 的 gyE 人 ,ga€ A, 我 们 定义 
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(10) (S,,) ga SS,. 

式 , 式 中 m 一 1) 得 

(11) Syr= (Sz 下 Sg ) 一 (So 11 Sz +S2( I Sg: ) 
—Sn+ Sy,. 

再 由 卷 积 性 质 (§ 1(28) 式 , 式 中 m 一 了 得 ; 当 >0 时 ,有 

(12) (S2)L=oaSe SN, r= 一 agexS 4 一 - ~ oaSe+1Sr. 

这 里 用 到 了 由 $1 中 (3)、(5)、(6) 式 推出 的 下 式 ， 


L 


(18) WL=—A#w= — mwl. 
因而 , 不 难得 到 
(14) 


Sn — S46/— — Sag TT SEE Bnnts, 
同样 由 卷 积 性 质 (§ 1(23) 式 , 式 中 mm. 一 1) 得 
(15) 8 一 > oS%Sg19gra+1 TT SY 


#4 下 ?十 4 


不 难 直 接 验 证 上 式 右 端 和 式 中 的 每 一 个 映射 均 为 正规 映射 ” 
且 级 一 w 权 一 p(f) 十 4, 所 以 
(16) Sy, E Hh, ns. 
由 (14) 及 (16) 式 就 证 明了 当 wz 关 0 时 定理 成 立 . 

当 w<0 时 ， 不 难 验证 (12) 式 仍然 成 立 (利用 8 2(29) 与 
(26) 式 ), 所 以 结论 亦 成 立 ，】 

下 面 证 明 妈 ;,,。 类 中 的 映射 的 一 个 重要 性 质 , 它 是 证 明 一 
般 的 Selberg 不 等 式 的 基础 . 

定理 6 设 水 E: 殉 , 则 对 任意 整数 mr 庆 0 有 
”9 ar 一 0 时 的 项 不 出 现 。 
* 158 。 


天 十 
(17) Sprmr + ( 出 jsuers 所 Bm, LE 


证 由 定义 知 Sj 为 级 < 权 <n 的 正规 映射 So 的 线性 
组 合 . 若 Sy 的 级 太一 4 则 由 定理 5 知 Sgrmt € 天 tmntmtli. 
此 外 由 $1(5) 式 知 
(18) Si= NSN,Sy,E Wi, 

所 以 由 定理 5 及 定理 4(6) 知 

Sarmdy E Bhrmnimt1. 
所 以 对 这 样 的 So 定理 成 立 。 因而 我 们 只 要 对 Sy 是 级 5(f) 
一 上 的 正规 映射 来 证 明定 理 . 

现 设 Ss 由 (1) 式 给 出 , 5(f) 一 a 一 h, p( 力 过 mw 当 公 一 0 

时 , 由 (11)、(12) 及 (16) 式 得 

Bran = Sr — Bs,= Syr+hS Ny. 
所 以 (17) 式 成 立 ， 现 设 m 之 1，(17) 式 对 < 和 um 及 任意 正规 映 
射 均 成 立 ， 由 (10)、(11) 式 得 
(19) SyLm+1— (Sr) Lm = (By Lm (4,) Lm, 
由 (14) 式 知 S55, 亦 是 正规 映射 6(f1) 一 wx 十 工 一 天 十 二 pf 所 
包 十 二 故 由 归纳 假设 得 


h+m 
(20) Bim+ (B41) ( 人 )s sm 


h+m 
"= Sym 一 h(h 十 1) ( 1 ) (S'saS a rm) Sy € Bt mntmt. 


有 十 
另 一 方面 对 S4 用 归纳 假设 得 (注意 5(4) 一 p(4) =1)， 
(21) Siam MS srm 4 E Bm, mti. 

因而 由 定理 4(o) 知 

(22) Siam mS srm:) Sy GE Bhirm, nimtl. 
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由 此 及 (20) 式 得 
hm 
(23) S,,, Lm -T 中 下 ja CE hm nimt1. 


由 (16) 式 及 定理 4(0) 知 
(24) Spm E Btmni mt. 
这 样 , 从 (19)、(283) 及 (24) 式 推出 (17) 式 对 m 亦 成 立 ， 故 由 
归纳 法 就 证 明了 定理 ,了 

当 取 f=, 并 以 mw 代 加 TE 时 ，( 人 LO) 式 即 (21) 式 . 它 
对 m% 之 1 均 成 立 ， 当 mr 一 1 时 ，(21) 式 实际 上 就 是 Selberg 
恒等式 (§ 1(32) 式 ) 所 证 明 的 绪论， 所 以 (21) 式 也 称 为 一 般 
的 Relberg 公式 ， 

定理 6 有 下 面 的 推论 : 

推论 1 在 定理 6 的 条 件 下 , 对 整数 办 之 0, 有 


hi+-m, 
25 Sa ml 
(25) 2 (. 十 于 


证 ”显然 ,只 要 证 明 : 对 径 关 0 有 
(26) (m+HI mt Spm EE Bn mi. 
利用 定理 4(6) 由 此 从 (17) 式 即 推 出 (25) 式 . 

企 $1(28) 式 中 取 了 f=, 9 一 这 时 hh= 一 jp* 上 一 一 4, 
从 而 得 到 ; 对 m 宇 0, 有 
(27) urmn BI= (SrmS1) Lr— SrmS Sa. 

现 用 归纳 法 证 明 (26) 式 ， 当 m=0 时 ,由 (6) 式 知 (26) 式 
的 左 端 等 于 零 , 当然 成 立 ， 现 设 之 1 及 (26) 式 对 二 m 均 成 
立 , 令 
(28) yrLaSrt mar = Sy E Hn1m. 
由 此 及 (27) 式 得 
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Seem SrSy 筷 Bm nimi1. 


fw 


Wb i 


SirmiS 一 (一 02Saro t SL+ MS rm tt Hy) Sa 
= — mast mam a+ Sor t+ oSa, 
由 此 及 式 (21)、(28).(《18) 式 ,定理 4C0) 及 定理 5 即 得 (26) 式 ， 
这 就 证 明了 (25) 式 . 了 
(25) 式 是 十 分 重要 的 ， 它 是 证 明 一 般 的 Selberg 不 等 式 
的 基础 。 它 吉明 上 映射 8yzo 的 主 项 是 
hi+m 
(rs 
下 面 两 节 要 具体 计算 广义 Diricohlet 卷 积 . 我 们 所 感 兴 
趣 的 是 Sj C9;,w, 而 了 是 对 数 多 项 式 : 
(29) go toabt + oD. 
我 们 把 集合 只 中 所 有 形 如 (29) 式 的 对 数 多 项 式 组 成 的 子 集 
记 作 民 z。 为 此 , 先 要 计算 一 个 新 的 映射 
(30) Ti— Sy/y; 
其 中 NW 表 算术 函数 NM) 一 mn( 见 $1 中 表 丧 ， 容易 征明 By 
所 有 的 性 质 :$§ 2 中 定理 1~~ 定 理 3 对 Ty 亦 成 立 . 在 证 明 其 
中 有 些 性 质 时 , 要 用 到 卷 积 的 性 质 8 1(19) 式 , 即 


ao 的 的 
因为 元 是 完全 可 乘 函 数 . 


EA 


$4 77 的 计算 


本 节 要 计算 
(DPD) DEY (2), GER HEB 
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得 到 它 的 一 个 渐 近 公式 .由 此 以 后 , Tj($) 也 表示 (Ty($))(%)， 
同样 的 ， 克 、&(E) 分 别 表 示 吾 (o、(9y(E)) (zw)、， 这 样 
写 起 来 可 简单 些 ， 但 如 果 要 取 不 同 的 值 时 ， 就 要 表 出 2,，y， 


由 于 可 加 性 , 我 们 只 要 讨论 Sy 是 由 $8( 了 ) 式 给 出 的 正规 
映射 的 情形 , 而 B=I*(k 之 0)。 这 时 由 $38(31) 式 知 


(2) TTE 1 TS 
显然 , 这 里 的 基本 有 映 射 是 
(8) T,, Tir, Trl =T,, 


27 是 它们 的 乘积 .我们 先 计算 这 些 基本 映射 , 然后 由 一 个 一 
般 性 定理 得 到 计算 Ty 的 方法 . 

由 第 三 章 $1 中 引 理 3、 引 理 4 及 第 六 章 §8 中 的 引 理 2 
立即 得 到 

定理 工 对 整数 7>>0, kx 之 1, 有 


WO D-DDy+0(E) 
(8) TD -Dr 
无 a r+ 
sw) 
其 中 yo 一 3 
(6) To 一 OCT); 
(7) 7, (5L) =0{1). 


证 不 难看 出 ，(4) 式 就 是 第 三 章 §1 中 (12) 和 (16) 式 ; 
(6@) 式 和 (7) 式 分 别 就 是 第 6 章 § 8 中 (18) 式 和 (i 区 式 ， 所 以 
我 们 只 要 证 明 (5) 式 ， 由 ( 少 式 及 $ 2(18) 式 得 
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TL TL) = (Te DO) (CT) = be Dr" )] 挛 mT mT) 


Lrtmt+i 


Kk 
-一 1ym 天 一 让 
p32 ( ) (2) L 个 十 1% 十 


+ CD ) ye "+0( i ). 


由 此 及 
>> Dn(。 ja pA Dr" ja 


-| vw (1 — 2) d= "ki! 
0 


(r+k+1i)! 
即 得 (5) 式 .1 
注 这 里 可 以 不 用 $ 2(18) 式 对 Ty 这 一 性 质 亦 成 立 ， 可 直接 
证 明 (5) 式 ， 我 们 有 
TL (1) ™ p> 2. ln” 一 


-让 CD" 


由 此 再 用 (4 式 , 亦 得 (5) 式 . 

在 上 面 所 得 到 的 四 个 基本 渐 近 公式 中 , ( 钙 式 是 比较 复杂 
的 , 为 了 计算 Ty 就 要 连续 的 应 用 这 些 公 式 ， 其 结果 将 是 很 复 
杂 的 、 所 以 我 们 就 有 必要 来 寻求 这 些 公式 的 一 个 合适 的 表达 
形式 , 以 使 较为 容易 地 求 出 Ty 的 渐 近 公式 . 

为 此 , 我 们 引进 对 数 微 分 算 子 


(8) 万- -6 


aL . 
显然 有 
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of af dL _ 工 

(9) QUz aL dr ww Df. 
这 样 就 有 
(10) 力 产 一 17 (k>0). 
我 们 规定 
(11) 了 0712 一 7 D™ tILF = D(CD™-1L*) (K>0, m 之 1), 
(12) D1) = Tt! (>0). 
容易 验证 对 任意 整数 m, 有 

mrE_. Er! -1 
及 
(14) D™"™I*=0 (m>h>0). 


利用 所 引进 的 符号 及 结果 ，(5) 式 ( 当 0 时 ， 就 是 式 
(4) ) 可 号 为 : 对 之 0, + 之 0 有 
(15) Tr, CD) =7r1 D1Lr 


站 十 所 
+(-D7 袜 -过 0 ) 


-DD 辣 -2 -DT 


二 +O (< )- (—D"{(-Drip- 
+ 


mr Lrtk 
= TT yy 2 Pro (EZ )， 
最 后 一 步 用 到 了 (14) 式 ， 所 以 最 后 一 一 式 中 的 无 穷 级 数 实 际 上 
是 一 有 限 和 . 
我 们 再 引进 对 数 微分 算 子 D 的 形式 Laurent 纵 数 * 
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(16) H(D) -D+ 六 -2m pn, 


ls 


如 同形 式 寡 级 数 一 样 ， 我 们 约定 可 以 对 它 进 行 各 种 运算 ， 例 


如 , 对 之 0, 有 
(17) 
Zr HD) 一 五 D(D) = (—1)"r!1D--1 
十 之 CE ! D™™ 
而 它 的 倒数 
(18) 
oo 一 得 
-加 六 
一 二 BmD™, 

由 于 如"(D)H(D) 寺 1, 故 系数 Bm 可 由 递 推 公式 
(9) Bil DPBn ntBnt-0 (m>1) 
确定 .特别 有 
(20) po 一 一 7o 一 一 7 天 0. 
还 比如 
(21) (HD)) = HD HD), 


这 样 ,由 415) 及 (17) 式 知 , (15) 式 可 进一步 写 为 ， 当 
7 这 0, A 之 0 时 , 有 


Ca) TTD -DEOD TO(E—). 


* 在 后 面 第 八 章 §23(6) 可 看 到 : 五 (s) 一 f(1+s)。 但 在 这 里 不 需要 这 结果 ， 
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由 于 形式 Laurent 级 数 便 于 进行 各 种 运算 ， 上 式 就 是 我 们 所 
需要 的 表达 形式 ， 它 适宜 于 用 来 进一步 计算 一 般 的 了 Ty(B)， 
SE Bs, BERG. 

由 于 可 加 性 , 当 BERz 是 次 对 数 多 项 式 时 , 则 出 (22) 
式 可 得 : 

当 7 宇 0, 之 0 时 ， 


Q8) TB- -DAHADG+O(E), 


其 中 0 常数 和 和 7.5 及 中 的 系数 有 关 . 这 公式 表明 映射 Tz, 作 
用 于 BERz 时 , 它 的 主要 部 份 相当 于 形式 对 数 微分 算 子 级 数 
(一 1)' 昌 CD) 作用 于 $, 其 结果 是 一 个 上 十 7 十 1 次 对 数 多 项 
式 . 

下 面 先 证 明 一 个 关于 具有 这 种 性 质 的 映射 Ti 的 一 般 性 
定理 

定理 2 设 给 定 1EA, gE 人 A, 再 设 存在 两 个 对 数 微分 算 
子 的 形式 Laurent 级 数 


(24) FD) = D2 人 mnDm (g_m*0) 

和 

(25) GD BD bnD" (bs,#0), 

使 对 每 一 整数 0 及 任 一 万 次 对 数 多 项 式 B, 一 定 有 
(26) THAAD) = FD)D+ONy) 

和 

(27) Tv(G) = GD)B+OCm), 


其 中 ER, ww ER 是 仅 和 有关 的 非 负 画 数 ， 0 常数 和 有 5 
的 系数 有 关 ， 则 有 (a) 
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i 


vi 


(28) Treg DB) =—oF (DB+oes (DD 

十 OC cx 十 | es| 7%), 
其 中 61, 6s 为 任意 常数 ; (Pb) 
(29) DB) 一 — FDB+ONL + MD 
(0) 当 于 有 逆 函 数 了 ?时 ,对 7 宇 r1, 有 
(30) TB) =F +D)G+OC(T (Pn, |) 

+O(T pa Nm) )» 

其 中 Pi 当 mas0 时 恒 等 于 零 , 当 mw1 之 1 时 ,是 4 一 1 次 
对 数 多 项 式 ; (4) 
(81) TPB) = PDIGD B+ OY), 


其 中 
Aj(w) 一 之 -mr (2) 十 之 em xs) 


4 E ! m—i 
十 他 CE (In %)) 和 zh 


+ > PL Cm — TT ”or 


+ 入 ( J ,C2), 


so 一 ys, gd z 之 1 以 及 当 mz 或 ma 小 于 工时 ， 相 应 的 和 式 
不 出 现 . 
证 (28) 式 是 (26)、(27) 及 § 2(8) 式 的 显然 推论 由 $2 
定理 2( 对 Tj 亦 成 立 ) 知 
(82) Tis(®) = LT1— TD) (®) 
—LT,(B) —TL(®) 
一 TV(G) — TL®) 
-LF(D)SE—F(D) (LG) +OL+Mt), 
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最 后 一 步 用 到 了 (26) 式 以 及 LV 是 天 十 上 次 对 数 多 项 式 。 如 
采 我 们 能 够 证 明 : 对 任意 的 BERz 必 有 

(38) LF(DD- FD) LD)= —F (DS, 

则 由 此 及 (32) 式 就 证 明了 (29) 式 ， 由 于 可 加 性 , 我 们 只 要 对 
了 (D) 一 D", $B 一 7 来 证 明 上 式 .、 这 时 , 当 有关 ma 时 , 由 (18) 
式 得 - 

(34) 了 Dm 产 一 Diptdl 


i k! Th-mt+1_ (K+1)! Lh-m+1 


(£—m)! (£1—m)! 
mm Tm Tk-m+1 mm Dm-1T. 
-Dp") 7 


所 以 (383) 式 成 立 . 再 由 直接 验算 知 ,一 mm 一 1 时 上 式 亦 成 立 ， 
当 <m 一 1 时， 两 端 均 为 零 亦 显然 成 立 ， 这 就 证 明 了 (29) 
式 . 

下 面 来 证 (30) 式 .这 时 由 (24) 式 知 


(85) FD)- BaD, 


(86) gn, BD en-0 (>1). 
~ mm 


由 于 b>mzy 所 以 了 -1(D)G 是 上 一 mz 次 对 数 多 项 式 ， 由 假 
设 知 | 
(87) Ty(F-1D) DB) =FD) FD) ED) +ONm). 

下 面 证 明 ， 

(38) PD) (FID)D) B+ Pa,y, 

其 中 当 we 工时, P + 是 过 mmx 一 1 次 对 数 多 项 式 ， 当 ma 
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0 时 便 等 于 零 . 显然 这 只 要 对 B= 证明。 由 (24)、(85)、 
(138)、(i4) 式 及 之 mzi 得 


FD FADI)-( HD 人 a,D"I7) 


二 nil 


mm ,nD "(> > di -一 一 -一 一 Ch— nF Lr ) 
S C ki! x (Kk ~ n) ! 一 和 一线 
p22 ~ (££— n)! | 2 《 龙 一 一 m2) 1 1 L 


二- e k! Lr > a oa 
包 (k—0l)! 1 十 入 二 机 


只 1 三 妈 之 
mcmek—n 


由 此 及 (86) 式 就 证 明了 (88) 式 对 $=77 成 立 , 因而 对 一 般 的 
5 亦 成 立 ， 对 (87) 式 两 端 作用 算 子 Ty,， 且 利用 (88) 式 及 
$2 的 (10) 和 (11) 式 即 得 
(39) FDD=TT RF DD)) 
一 了 了) + TP OT Np-m) ), 

这 就 证 明了 《30) 式 ”. 

最 后 , 我 们 证 明 (3 世 式 ， 这 里 重要 的 是 余 项 44(w) 的 形 
式 , 适当 选取 y, z 可 以 得 到 较 好 的 余 项 的 阶 的 估计 . 证 明 记 
用 的 方法 就 是 第 四 章 §1 引 理 2 的 附注 中 指出 的 双 曲 型 求 和 
法 . 同样 的 , 在 此 也 只 要 讨论 $= 的 情形 . 由 ”一 %z 得 到 


0) TAD BLD I (mn 2) 


-加 全 gs) 2 (I 2) 


Toy 


和) 当 emmy 一 1 时 ,显然 有 了 了 (DD)Da0, 取 Pm-1 一 (30) 式 也 成 立 。 
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LE 7 s TS 
一 之 :十 之 3 一 之 3. 
这 里 和 式 的 分 拆 类 似 于 第 四 章 8$ 1(12) 式 所 作 的 分 拆 。 
设 
_ C7) 
(41) 之 :12 一 > O (mw (2)), 


利用 (25)、(18)、(14) 及 (24) 式 可 得 
(2) B= EH GD (EE) +E 


=- SI f 7) 这 bmnk ! i (In 2) "+ 


ray 个 p23 Em Tm) ! 


Er v < bh! (in 2) b—m—t 
m=—ins 0 vo! (£—m—s) ! 


bok 
mm 0 6! (Kom)! 


x (FD DD) (9 + Zt Fs. 
其 中 


(3) Bm TD "Oy)), 


oR mo 


要 指出 的 是 这 里 的 余 项 O(N(9)) 是 由 算 子 三 作用 于 天 上 
产生 和 的 .进而 由 (13)、(14) 式 得 到 
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(4D) Zi 局 呈 ookl he DT DO" 


‘ 


| 
x 人 Cm) i (In yy) + Dio Dia 


如 中 一 押 无 一 入 OmE! 
,这 Gny 一 m1 


MH=—m R=m $=n+ 


X(nz) Tiny) + Dist Fs 


E&Y bnk! km 
2 如 一 :一 11 (EF—m—n) ! (In 2) 


+ 21 Dis — Bn, 
其 中 对 任 一 实数 ec, 定义 
(45) t+ =max(0, wo), 
(6) 2, Tr 
x (ma 和 mn 的 和 
由 于 从 (24)、(25)、(13) 及 (14) 式 直接 可 得 


GD Bn) 


一 13 人 二 一 (k — 一 1%) ! 
_ < E nbmE ! bp_m_n 
加 m= n= (£—m—n) ! ma 


= (F(D)G(D) LI) (%), 
所 以 
(48) Zi1= (F (DG(D)IN) (2) + Bis+ 之 18 一 14 
类 似 可 得 
(49) Zs=(F (DG(D) LN) (0) + E22t Bos — Fo, 
其 中 


* 171. 


(50) Yo- 卫 -9 o(x( 二 ))， 


(GD) Ew SD sr" "OD)), 


这 里 的 余 项 0(m(z)) 是 由 算 子 2 作用 于 五 上 产生 的 ,以 及 
‘PZ) 


R= .m=—me fm (2— nw) ! (万 一 够 一 ) ! 


x (nD "(ne)™",. 
下 面 计 算 Zs 由 C24)、(25) 式 可 得 
(53) =- 总 (， ) 习 六 (m2) 
x 31 9% (In 2) 


S 


2 ( )® CD) I) (y) (GD) LIL) (2) 
+ (Ss ee (y) OCrm_s()) 
+ 高 (? GD Wom) 


+ 3(, Jo Dom ,C2)) 


= Fai Zazt Zag Dss, 
这 里 的 余 项 OO (9)) 和 Om(?)) 分 别 是 Ty 和 了 ,作用 于 
天 上 产生 的 , 和 前 面 的 相同 。 下面 计算 之 at， 之 sa， 之 sa。 
由 《18)，(14),，(47),，(46)，(52) 式 可 得 
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(54) Fu- pm 


1 2 (2 一 nn) ! (8 一 mE 2)! 
x (hn "no 
ke 页 瑟 一 
加 之 J 一 一 1 2 
基 十 H 才 大 


站 
一 一 


Cn) 1 mr 
x (im 的 和 (na 
-CCDG(CD)TD (0) — Eis — Ea. 
由 (18)，(14) 及 (51) 式 (注意 到 余 项 的 相同 ) 可 
(55) 


x/ hk 
zB, ,FD I WO) 


> 人 (In gy)” "O(n,(2)) 
-Oe)) 
-2 ,有 Tr "006)) 


一 之 23 一 2 > Qk! 


4 五 | FDTD y) "On (se) ). 
(56) 


mp! 一 
Ba3 一 之 148 Dp > ET (Cn 2) "ONpr )。 
综合 (40)，(41)，(48)，(49)，(50)，(53),，(54), 55) 及 
(56) 式 即 得 (31) 式 . 了 


由 定理 1 及 定理 2 就 可 证 明 下 面 的 结果 : 
定理 3 设 BERrc， 次 数 为 b, 再 设 恕 (D) 是 (16) 式 给 出 
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的 算 子 ， 则 2) 对 于 7 之 0, or 之 1, 有 
(57) 
TE:(D) = (— DHOD)) "BHO Treor 
人 对 于 之 0 (7 一 0, 1 … 思 , m 一 襄 w>>1, 有 
(58) (HTg)®D -DD" (LAD)" )5 
0 (EIermtmm) 
其 中 心 一 疡 ra ns 为 oo ou …, on 中 不 等 于 零 的 个 数 ; 


(6) 对 于 ax> 二 有 
(59) TB) = HD)B+O(L ); 


(d) 对 于 az 二 有 
(60) (Ts Tg)D) 
-CD)"( HE?(D) ID) B+0L"), 
/ 
(6D HD) HOD (S$) + 
其 中 4 为 一 常数 ， 
(62) mu 一 翌 C+Du- ci 


证 〈57) 式 的 证 明 : 对 or 用 归纳 法 : 当 w= 1 时 ， (57) 式 
是 (23) 式 ,所 以 成 立 ， 设 ar 宇 2, (57) 式 对 过 or 都 成 立 . 因 
而 有 
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(68) TH 1 (TB) 一 《 _ 1) rier—1y (H® (D))"-1G 
-+O Car 了 trarD+(zr 一 2)) 
在 定理 2 中 取 Ty 一 了 多 -TD, 一 Tr， 再 取 Y 一 人 j 让 ，s 一 wg， 
由 (81)，(28) 及 (63) 式 得 
(64) 
TE(B) =TT,(B) = ("HD) "G+OC4,), 
其 中 (注意 到 这 里 的 zx 一 (十 二 (er 一 1), ma 一 7 十 1) 
(n) nn ktr 


铝 


人 


和 区 站 


一 工 
十 oY ar (In 2) +i1+E+trior—1)+ {ry 23) 
十 2 (In 2) (rt1)Cmy—1)+ E+r 

—1 


etn eo) FY. 


To (In 2) K+rimr—1)+(ar—2) 5) 9 (%) 
入 号 名 号 


十 or (Inw) rtrert ary) 
十 2 (In%) Birry+ (Cory—1i) 


4g-1gy ln NArartar 一 2) 
在 (23) 和 (63) 式 中 取 B= 了 ,得 
SI PD HW < nn) 


并 吕 必 


Si TD) W) «ng) bet, 


i 
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1 


综合 以 上 三 式 ， 并 注意 到 sz 一 z 立 ， yy 一 0 ar , 即 得 
A (2%) 二 (In 2) birortler-1) 
这 就 证 明了 (57) 式 . 


(58) 式 的 证 明 : 与 (57) 式 相同 这 里 要 对 R 用 归纳 法 ， 
并 利用 已 经 证 明 的 (57) 式 .在 用 定理 2 时 取 


及 一 1 
27 一 1 Tg, 2 — 人 ER. 


详细 推导 留 给 读者 . 
(59) 式 的 证 明 ; 对 a 用 归纳 法 ， 先 证 (59) 式 对 于 a 一 成 
立 ， 在 定理 2(6) 中 取 了 一 了 7, 这 时 mz 一 1 并 利用 (23) 式 (7 一 
0) 得 z 
TB) = H+(D)G+O(T,eT) |) 


ro(zu (2) 
由 (6) 式 知 7, (eT) 1, 
n(n 2 < 


由 以 上 三 式 就 证 明了 (59) 式 对 ma=1 成 立 ， 现 设 ac 之 2，(59) 
式 对 二 a 都 成 立 , 则 有 - 
TB) 一 人 (2 (DB) =T,. (HDS) 二 TOC 3)) 
=H™"(D)gG+O() +O()), 
即 (59) 式 对 a 也 成 立 . 
(60) 式 的 证 明 ， 对 a 用 归纳 法 ， 当 a=1 时 ， 由 (58) 式 
(ao 一 0) 及 (5D 式 (a 一 1) 可 得 * 


”这 里 可 假定 入 = 这 ar 之 二 因 当 和 一 0 时 , (60) 式 即 (59) 式 。 
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(z 直 mp) (0 -7.(( 总 vy) (0)) 
-7. (CD" 站 (Co(D)n5) 
十 和 (0O (Ltmtm-m)) 加 
- (-1D"( HDHAMAD) BHOD, 
所 以 (60) 式 对 xc 一 :成 立 ， 这 里 用 到 了 估计 ”， 对 任意 的 q> 
0,c>0, 有 | 
.om es) (oe) 
一 279 SD) nite(Jn 2) 1. 
现 设 a 之 2, (60) 式 对 <a 均 成 立 , 则 有 
(2 1 72) (0) -7,((727 TE)®) ) 
=-T,((-D™ HD) IL HA® (DG) 
+ TOLe®)) : 
-(—D"H-*(D) I (HD))"G 
+0(D 十 OCT 
这 就 证 明了 (60) 式 对 a 亦 成 立 . 由 (17) “18) 式 不 难 证 明 (61) 
式 .] 
下 面 来 举 几 个 具体 例子 ; 
例 1 设 BERz, 次 数 为 加 求 了 4-1(D) 
由 于 4 一 ps 工 , 故 由 (60) 式 得 


证 明 贸 给 读者 。 
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(65) | 
TB) =P, TLD) = — H-1(D)H'(D)G+O). 
而 由 (23) 式 (7 二 0), 得 : 


(66) TD) = HDIG+OCIF). 

由 (17),，(18)，(19) 及 (20) 式 可 得 

《67) -HT DH DPD)=D 7+. 
进而 有 

(68) 


TB) 2y+ B40 = BDSG+OU. 
若 令 $ 一 了 则 (68) 式 变 为 
C69) 3 AW-L -00). 


这 就 是 第 三 章 82 中 的 定理 1. 
例 2 设 整 数 7 之 1, BERz, 次 数 为 5, 求 Zu_orr(G)。 
由 例 工 及 定理 2 的 (29) 式 (连用 7 次 ) 即 得 
(70 ) Ta-pm BB)= (~1) BD)D+OUD). 
例 3 求 了 Tj,($), BERL. 
由 于 4, 一 jx*L, 由 定理 3 中 的 (60) 式 得 
(71) 
Ta(B) 一 了 Tar() = (DH DH DSG+O)., 
而 由 式 (17) ~(20) 式 可 得 
(72) 
(BH iD)H CD) =7r1D yr1D ttt 


$5 Sy 的 计算 与 映射 类 经 。 


利用 上 节 关 于 Tj 的 结果 , 可 以 计算 8j。 首先 证 明 一 个 
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引 理 . 
引 理 1 设 整 数 1 汪 0, 5 守 0, 则 


DD fanw'(m 2) gusP(L) + Ph) 


其 中 Po 表示 mr 次 对 数 多 项 式 . 
证 设 w=e’, 作 变量 替换 入 =e', 得 


” 1 » -| 了 
| (in 2) (nm 2 ) mu ot (yy —t) "er at 
一 6 | (y— 8) sre sds 
— 0! (一 1 , vssds 
> ey 0 ” 
1 lInw 
-vr 人 | no | s'tie-sds, 
= 人 Nn) A 0 


ln 
而 | srie sds= (kt)! +o QL), 


Qoti( 卫 为 +i 次 对 数 多 项 式 、 由 以 上 两 式 即 得 (了 D 式 . 了 
下 面 证 明 关于 Sy(B) (BE Rz) 的 一 个 一 般 性 结果 . 


定理 1 设 fEA，B(D)- 如 onD"(a_m*0)， 再 设 
存在 一 个 正 的 递增 函数 ho, 使 得 : 


(2) TD FDITOW). 
则 对 任意 的 BEERzi, 有 
(3) 


SG 一 | DFDI DD(E)att OMe)). 


证 显然 只 要 讨论 =27 的 情形 、 由 第 三 章 §$1 引 理 2 
可 得 
。 79. 


Sr( 芒 = 已 A n pe 中 -FDInae 


十 fz( -$A(P(D) DE) In*w O(%o(1)) 
st 3 Joooo)a 
同时 由 于 
- 2_opP ad _iy, 
下 dt dL #7 
所 以 


js (In 2) {FDT Od 


一 DPCDDG (nn 2) a. 
此 外 , 由 于 Xe 是 正 的 递增 的 , 所 以 
[Ce 人 Jooooa 
本 x 无 一 
No (0) 二 In 2) +%(In 对) at 
< 女 0Xo(e)， 
最 后 一 步 用 到 了 引 理 1(~0)， 综合 以 上 各 式 就 证 明了 所 要 
的 结果 .1 
容易 看 出 ， 在 给 出 的 CD) 的 表示 式 中 ， 若 m4<0， 则 
DF(D)I=0， 若 mm 之 1， 则 DF(D)T 是 一 个 mz 一 1 次 的 
对 数 多 项 式 ， 因 而 , 由 引 理 1 即 得 
推论 工 在 定理 1 的 条 件 下 ,车 mi<0, 则 


C By(F) =O(who); 
(5) S1(B) 一 Pi 十 OCo)o)， 


其 中 Po-i(D) 是 va 一 工 次 对 数 多 项 式 ， 
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值得 指出 的 是 : 在 上 述 推论 1 中 不 管 是 何 种 情形 , 在 所 得 
的 结果 中 的 主 项 和 余 项 的 阶 都 和 大 无 关 . 

DF(D)T 称 为 算术 函数 请 的 剩余 (对 数 ) 多 项 式 . 

定义 1 由 所 有 这 样 的 映射 8 组 成 的 集合 称 为 级 ,类 ， 
车 Sy EE 52%,n 及 了 的 剩余 对 数 多 项 式 为 零 . 

由 映射 类 绿 ,, 的 定义 (§ 8 定义 1 示 ， 关 于 计算 Ty(B) 的 
定理 (§ 4 定理 3), 类 纹 , 的 定义 以 及 上 述 推论 1 我 们 得 到 : 

定理 2 设 B/E€ 妈 ,, 则 对 任 一 ERz 有 
(6) SB) =w PD) +O(wLY), 
其 中 P(D) 为 次 数 <n 一 1 的 对 数 多 项 式 ; 而 当 SE Dn 时 ， 
则 有 
(7) Si1(B) =O0(wL ). 

证 显然 ,可 假定 Sy 是 由 8 3(D) 式 给 出 的 正规 映射 ， 其 
级 a 一 6(f)<<h, 权 p(f) <n， 由 $4(62) 式 知 ,这 时 在 相应 的 
§ 4(24) 式 中 的 

mi—ma—p(f) <n. 
由 此 及 推论 1 就 证 明了 (6) 和 () 式 中 的 主 项 分 别 为 zP(L) 
和 零 . 当 a>>I 时 ,由 8$4(60) 式 知 可 取 )o 一 攻 rs 天才 > 
8， 所 以 (6) 和 (7) 式 中 的 余 项 亦 成 立 ， 而 当 au<0 时 ， 
Sz = 8S7", z 

由 8 4(58) 式 知 , 这 样 取 余 项 显然 是 可 以 的 .] 

由 映射 类 包 ,, 的 性 质 及 统 , 的 定义 ， 容 易 证 明 映 射 类 
经 , 有 以 下 性 质 ， 

定理 3 (a) : 殉 , 类 中 的 映射 的 线性 组 合 仍 是 in 类 
中 的 映射 ; (b) 若 By GE: 从。 则 

SyLE Birintys 

(0) 车 SEE SG no 
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网 SO, E Brn, 4a ntnss 
(d) 车 SrE 殉 ， 刚 


(8) Sort jsu_om8s'c no 
上 述 这 些 性 质 的 证 明 留 给 读者 ， 在 证 明 (8) 式 时 要 用 到 


(9) 4-: E Hi 
这 由 $4(68) 式 可 立即 推出 来 ， 由 $ 4C70) 式 可 知 
(10) Spr EB rit. 


最 后 我 们 举 一 个 具体 例子 ， 求 Sa.(7). 
由 (72) 式 知 : 4, 的 剩余 对 数 多 项 式 为 
(11) 《站 天 一 TI 
=7D yr 1 
而 由 (71) 式 知 ; 可 取 ho 一 1 所 以 
(12) 
Bar (7) -| {rn yr m1) nD) ?+ d+ OC() 
一 9OKIn 0) 1) +7 (nv) r+.… 0O(2). 
当 ?一 2 时 ， 这 就 是 Selberg 人 (第 五 齐名 2(3) 式 ) 的 等 
2) 式 不 能 看 作 


是 Selberg 不 等 式 的 正确 推广 


$6 要 的 Selbere 不 等 式 


由 于 
(TD Jo) 一 2 一 Sar(CT)+TOCGD， 
所以 利用 de6smes 不 等 式 可 把 Selberg 不 等 式 (第 五 章 8 2 
(3) 式 ) 写 为 如 下 的 形式 
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(2) LSs_1(T) + SS 77) =0(%). 
再 由 $ 2(16) 式 知 z 
LS TT)=8a_ni(T)+S srL(D), 
而 根据 $5(9) 式 知 Ss :E81,1, 利用 $5(7) 式 得 
SAL(T) =—Sa-1(D) =0(%), 
所 以 (2) 式 可 进一步 改写 为 
(3) | Sca_nr(T) tSaSa_r(7) ~0O(%). | 
我 们 知道 ( 见 第 五 章 $ 1) 推广 Selberg 不 等 式 实 质 上 就 
是 要 研究 Sa_nL (TIT) (由 $2(17) 式 知 研究 它 是 和 研究 
7 Sa4_rCT) 一 样 的 )， 求 出 其 主 项 ， 证 明 类 似 于 (3) 式 的 不 
等 式 ，Bombieri 证 明了 下 面 的 定理 1 ,从 而 得 到 了 一 般 形 式 
的 Selberg 不 等 式 . 这 里 要 指出 的 是 : (3) 式 左 端 的 映射 
SapriSaSa-r 
恰好 就 是 8 3(17) 式 左 端 取 m0, 1 一 4 一 工 的 情形 ,而 $3 
(17) 和 3§ 3(25) 式 是 等 价 的 ， 且 讨论 § 3(25) 式 的 左 端 比较 简 
单 , 这 就 是 Bombieri 的 方法 . 
定理 1.。 设 8hE29uw mm 为 任 给 的 非 负 整数 ， 则 一 定 
存在 Sn E 罗 z+mmtm4zb 使 得 
(4) 


S's (T) -( 


进而 有 
(5) |Syrma(T)— Ss,C7)| 


< mtD( 2 Jsr lSnCD LD +o). 


证 根据 剩余 对 数 多 项 式 的 定义 及 $4 定理 2， 容 易 看 
188。 


Pi 十 2 


4 snssen (1) — S(T) Ow), 


出 ; 六 7 "的 剩余 对 数 多 项 式 为 零 ; 工 及 4L"! 的 剩余 对 数 
多项式 分 别 为 工 及 零 ， 因 而 ，(ULT TD) 六 的 剩余 多 项 式 为 
一 常数 , 设 为 &、 现 取 

《6) Ss, = Sy Lnn -( 和 ) Si Ta ( sn 

则 显然 有 fs 的 剩余 多 项 式 为 零 . 而 由 8 3(025) 式 及 六 的 级 
为 一 权 为 1 可 知 Sy, € Bh tm,mtimtl 所 以 


(7) Ss, 多 Ds pm nm 
再 注意 到 
hi 十 nn 
(8) a 81D -00), 


由 以 上 三 式 即 得 (人 式 ， 当 取 m=0, 及 一 4 一 了 时 ,及 =1, 故 
由 $5(7) 式 知 z 
(9) S(T) =—0(%). : 
所 以 这 时 从 (多 式 就 推出 Selberg 不 等 (3) 式 . (为 什么 ?) 
下 面 证 明 (5) 式 .在 $2 定理 8 中 取 f= 了 ,gh, 这 时 二 
A， 由 于 多 项 式 Pn(w1, wa, …, zm) 的 系数 都 是 正 的 ， 及 
4 (办 演 0, L(n) 之 0, 所 以 对 任意 的 ER, 有 
(10) z 
[SyrmSI(F) | 一 | Pri(— BS, — Sar, "yg — Sr”) (F)| 

< PnrilSs, Sar, *…, 心 xz ) (| 五 |) 

一 S (| 三 |)， 
由 此 及 (4) 式 得 
(11) |Sy,rma(T) — Ss.(7) | 

<( 2 sana] SnD LD +0). 

lB4.* 


由 85(11) 式 知 4 的 璋 余 多 项 式 
(12) 

P(L, Ani11) = m+DL"—ymm+1)L" i+ 
所 以 , 存在 正 数 zo 一 zo《m) ,使 当 sw 宇 zo 时 ， 


(18) P(EL, A411) < mt+1)L™, 
再 设 

(14) Fw) =— |S.(D)| = Df |, 

由 Einm 及 nw 之 ha 故 由 8 50) 式 知 

(15) OF (2) oI Kw LT 
从 而 有 

(16) 


BanalS DD 习 Arnal F (2) 

= SY {S40 TD)) (0) ~ (64 CD) (nD) F(Z) 

= 3 (Sa,(D)) (n) 2 (2)-7 (4 )| 

=- 习 {f PC Anti) (#) of Hz (2)-z (a47)} z 
(3 人 的 -GE 

-D3( ,PC 0 (2) 
+0( 避 mn 7 (2 (a47)) 

< (mt1) 0 o( 已 了 (2)) 
+0(En|F (2)-7 (27)|), 
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最 后 一 步 用 到 了 (13) 式 及 了 (zw) 之 0， 下 面 估计 上 式 中 的 两 
个 涡 差 项 ， 由 (15) 式 立即 得 到 


(17) b> 了 (全 ) oI 


而 由 (14) 式 得 
(18) 


ol (2)- 7 (97) < 0 


= of (gD) (2) -SD) (27)} 
~ 2 (S17) )(2)=88 nD). 


由 $3 定理 4(b) 及 85 定 理 2 知 
(19) Sin(D zn, 


由 此 及 (18) 式 得 


(20) Zn 
«< 2 (In2 2) 2 (no 


由 (16)、(17)、(20) 及 (14) 即 得 
(21) 

Sa lS DD Em S| SD I) +OLn). 
由 此 及 (11) 式 就 证 明了 (5) 式 . 3】 

虽然 我 们 经 过 很 长 的 讨论 后 才 得 到 定理 1 所 证 明 的 一 般 
的 Selberg 不 等 式 , 但 思想 是 清楚 的 ， 即 要 研究 Sy,ima( 了 的 
性 质 ， 用 到 的 工具 亦 是 初等 的 .这 是 原始 Selberg 不 等 式 的 
很 自然 的 推广 ， 此 外 , 和 前 面 两 个 初等 证 明 一 样 ,我们 还 楼 讨 
论 当 SjE€ 妇 ,,, 时 ， 算 术 函 数 了 的 缓慢 振动 性 质 ， 这 种 讨论 亦 
。 186 。 


是 不 难 的 ( 见 本 章 第 18 题 )、 然 而 , 要 从 这 二 者 来 推出 ， 对 任 
意 4>0 有 

bw) 一 2 十 Ooz(m Oo) 一)， 
这 要 比 第 一 个 证 明 复 杂 和 困难 得 多 ， 要 用 到 很 深 的 实 分 析 知 
识 ,在 下 一 节 仅 概述 这 一 证 明 的 途径 . 


$7 证 明 概 述 


Bomobieri 的 证 明 依 赖 于 下 面 的 定理 ， 

定理 1 设 fEA， 
DD 8D=-- 王 (nnom| 三 BCD|. 
如 果 存 在 正 数 B 使 
(2) B(MA—D<B, 
则 一 定 存 在 一 串 算术 函数 fe; fa, "yy 使 得 
(3) Si, E Bn,ntr1 (T=2, 3.…), 
(4) BO)<BA— Dhrt2 (r=2, 3,-.). 

由 于 这 个 定理 的 证 明 是 十 分 复杂 的 , 本 书 不 予 讨论 。 现 
在 , 我 们 用 它 来 推出 

索 数 定理 对 任意 正 数 二 一 定 有 
(5) (2) 一 2 十 OGCCm 2) A). 

素数 定理 的 第 三 个 证 明 用 反 证 法 : 若 (5) 式 对 基 个 正 数 
Ao 不 成 立 ， 则 必 有 一 串 pn 一 > OO, 使 得 
(6) Cen) en (ln z)4 一 十 co (n->o0), 
由 于 水 (2) 一 2 二 54-1(T) 二 0(D), 上 式 即 

A | (S41(7)) (en) | >+o0 (n>00). 
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不 妨 假定 对 所 有 的 %, 有 


2 一 |(S4-r(D) (ew) | >1, 
因而 有 
去 冯 二 卫 | 二 (SCD)(eo | >-4 
In ln oa， 2 、 4 网 ’ 
mano) tin | S41(D|> -bh, 
0?) BA-D<Ao 


由 《7) 式 知 , 可 以 应 用 定理 1.B=40), 得 到 一 串 满足 条 件 
(38) 和 (4) 的 算术 函数 f2, fs,…。 由 (3) 式 和 $5(7) 式 知 
SDE2LY! (r—2, 8, 4,-…), 
所 以 
(8) B(f)>1—h (r=2, 83， …) 
由 (4)，(7) 及 (8) 式 得 
工 一 六 之 4o 一 太一 "十 3 (r=2, $8, ...) 
即 
(9) -1<4。 (r=2,8,...) 
而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 ” 可 取 任 意 大 的 正 整数 . 这 就 证 明了 
(5) 式 对 任意 正 数 4 成 立 .了 
最 后 , 我 们 应 该 指出 ， 在 证 明定 理 二 时 ， 需要 用 到 (5) 式 对 
某 一 个 正 数 4 成 立 , 这 一 点 我 们 已 在 第 二 个 证 明 中 加 以 证 


明了 .在 第 六 章 8$81 定 理工 中 已 经 证 明 (5) 式 当 4<< 到 时 必 
成 立 . 


第 七 章 习 题 
TI， 以 4& 表示 除数 函数 44)。 试 证 明 ; (a)4 一 Te (b)aTli= pep 
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= 


10. 


11i 


r 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


: 设 了 是 完全 可 乘 函 数 , 9g(1) 天 0。 试 证 明 : 


(a) (f9) =fg™; (Cb) f=pf. 


、 试 证 明 $ 1 中 (21)、(22)、(23) 式 ， 
、 以 和 A 表示 Liouville 函数 .2)〈 见 第 四 章 第 3 题 )， 试 证 明 : 


(a) 41=p2 (Db) Mr?—=w (0) 求 Axr, 


、 试 证 明 $2 中 (17)、(18) 和 (19) 式 . 
、 试 证 明 由 8 2 中 的 425) 式 可 推出 (24) 式 . 


设 丰 是 完全 可 和 滋 函 数 。 试 证 明 G 一 Sr (下 ) 人 及 一 SGD7。 


. 试 证 明 8uz 一 一 Sa9S7。 
， 设 4 一 ArTm， 试 证 明 Ba, = Pm (Ba, Dar **, Sarm-1); 多 元 多 


项 式 Pm 的 定义 见 $ 1 中 (29) 式 . 
试 证 明 | (SprmS1C@B)) (72)1 志 (C84, (1B|)) (7). 
以 4 表示 函数 L7]， 试 证 明 S,(4) = 了 及 4 一 SrG)。 
以 由 表 示 函 数 内 (7z). 试 证 明 
(a) Y=.S5(I% (Pb) pz) =87()). 
设 f*9= 二 ww, h 二 (fL)*g. 斌 证明; 对 正 整 数 m% 有 
SyS rmi= (Sy orm)r— Sn CS Lm). 
斌 证明， Srm+idr= Pmri(— Ba, ”” ”3 — Sarm)) 多 元 多 项 式 Pn+l 的 
定义 见 § 1 (29) 式 . 
设 Sj 扎 饭 ,%, 则 一 定 存在 Sy 毛纺 +4m,n+m+tl; 使 得 
(8pzm02CD) Cw) + CS,D) C2) | 
<( 后 ssl SY : 
[提示 : 利用 8 3 推论 1 和 第 10 题 ] 
试 证 明 8$ 4 中 (58) 式 . 
设 正规 映射 Sy 扎 饭 ,ns, 则 一 定 存 在 fm 双 汤 ,n+m, 使 得 0<(fL"m) (7) 
sj [提示 : 利用 3 中 定理 2 和 定理 6(m==0) 证 明 结 论 对 
m 一 1 成立 , 且 可 取 话 一 fL+h(A*f)。 再 对 六 用 83 定 理 6(m 一 
0), 继续 和 次 即 得 所 要 结 末 ]. 


设 8%yE 和 ,。 是 正规 上 映射 ,! 为 任 给 正 整数 ， 则 当 末 <%y<z> 时 ， 一 


4 89 。 


致 地 有 
,B/D ED In) tn 


其 中 < 常数 和 fl 有关. [提示 : 利用 上 题 所 找到 的 f。 及 §5 定 
理 2《4 取 B=D), 取 m=14h 一 1.] 
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第 八 章 
RIEMANN ZETA 函数 


$1 定义 与 基本 性 质 


在 本 章 及 以 下 各 章 中 ,s 表示 复 变量 ,c 为 其 实 部 , t 为 虚 
部 , 即 
(1 ) $s 一 0 十 必 . 

在 定义 Riemann ”Zeta 函数 之 前 , 我 们 先 简单 地 讨论 一 
下 一 般 的 Diriehlet 级 数 . 

设 gm 是 一 个 算术 函数 ,级 数 
(2) Se 
就 称 为 Diriehlet 级 数 . 它 的 每 一 项 都 是 全 平面 内 的 解析 画 
数 ， 关 于 函数 项 级 数 首 先 要 讨论 它 的 收 伍 区 域 以 及 和 函数 的 
性 质 ， 对 此 ,有 以 下 初步 结论 : 

引 理 1 设 ce 是 一 实数 ， 如 果 级 数 (2) 当 s 一 oo 时 绝对 
收敛 , 则 级 数 (2) 在 半 平 玖 co 之 oo 上 绝对 一 致 收敛 , 其 和 函数 


oo 


_ $1 a(n) 
(8) js 一 习 全 人 


在 半 平 面 rc>co 内 解析 , 目 其 各 阶 导 数 
四 7 的 一 (1D? 六 区 0 区 
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上 式 右 端 的 Diricohlet 级 数 均 在 半 平 面 之 oo 内 绝对 一 致 收 
敛 . 

证 对 和 任意 的 c 关 ao 有 

(5) | Gn) =- [a(n) | < [cm)| 

ns 多 7 nr 7 
故 下 假设 及 级 数 收 敛 性 的 比较 判别 法 知 ， 级 数 (2) 在 半 平 面 
0 之 oo 上 绝对 一 致 收敛 . 

对 任 一 固定 的 和 >co, 及 回 定 的 正 整数 4, 当 oo 之 和 时 ,有 

©) | DD | le Ca” la 

pe | guo oe Nn 2 
这 里 的 之 常数 仅 和 亡 及 入 一 go 有 关 ， 这 就 证 明了 (和 9 式 右 
端的 级 数 均 在 半 平 面 gc>coo 内 绝对 一 致 收 敛 . 

最 后 ,利用 Weierstrass 的 解析 函数 项 一 致 收敛 级 数 的 
定理 , 从 级 数 (2) 在 半 平 面 内 一 致 收敛 就 可 推出 引 理 的 其 它 结 
论 ， 卫 

关于 Dirichlet 级 数 的 乘法 有 下 面 的 结果 : 

引 理 2 设 c(Gw、2(2) 是 两 个 算术 函数 ,e(m) 是 它们 的 卷 


积 , 即 

@) om) = Ba(D Bm). 

再 设 0 为 一 实数 ,级 数 

(8) f=- 训 人 9 一 富 22 
均 在 半 平 面 o>a 内 绝对 收敛 ， 则 有 

(9) f()9() = A 


上 式 右 端的 级 数 也 在 半 平 面 o>>a 内 绝对 收敛 . 

证 “由 于 两 个 绝对 收敛 级 数 相 乘 可 按 通 常 的 乘法 滋 出 
来 , 并 以 任意 次 序 聚 项 ， 得 到 的 级 数 也 绝对 收敛, 因而 对 任意 
1T923，。 


A 


的 o>>a 有 
f(s)g(s) 一 


Ce 


(a 和 0 
~ 言 避 "Om) 


(这 里 是 把 所 有 的 1 习 尺 相 等 的 项 聚 在 一 起 ), 由 此 及 (7) 式 就 
证 明了 引 理 ，】 
由 于 对 任意 的 和 >1 及 正 数 有 四 正 项 级 数 
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(10) 全 士 ， 

(GD) 说 
收敛 , 所 以 由 引 理 1 知 , Diriohlet 级 数 
(12) 名 二 A, 
(18) 六 


均 在 半 平 面 o>>1 内 绝对 一 致 收敛 ,其 中 pln) 为 M6bius 函 
数 , (nm) 为 Mangoldt 函数 . 

Riemann Veta 函数 就 定义 为 
(14) C9 一 忆 襄 ,o>1. 

由 引 理 1 和 2 容易 证 明 

定理 1 由 (多 式 定义 的 复 变 函数 6(s) 是 半 平 面 o>1 
内 的 解析 函数 ; 

1 Lm) 

(15) CCs) p> 7 3 o>1, 
其 中 (ww) 为 Mobius 函数 ; 它 的 各 阶 导 数 


bo 
= 


»- 193。 


C16) 
EH) -DBE gl 2,.), o> 


Cn) 
(17) -这 - ,o>1, 
其 中 4 为 Mangoldt 函数 ; 以 及 有 估计 式 
C 一 王 
(18) 一 一 < 人 < 到. 


证 ”我们 证 明 (15), (17) 及 (18) 式 , 其 他 的 结论 是 引 理 
的 显然 推论 ( 取 wk 三 14). : 
由 于 民 名 及 (15) 式 右 端的 级 数 在 半 平 面 o>>1 内 绝对 
《一 致 ;收敛 , 故 在 引 理 2 中 取 
on) =1, b(n) = p(n), 
利用 第 二 章 8 8(6) 式 可 得 


:的 -[ 引 


LO DE o> 


这 就 证 明了 (1) 式 ， 这 表明 LC) 在 半 平 面 o>1 内 没有 零 
点 . 


因而 


由 于 (i 多 式 及 (i7) 式 右 端的 级 数 在 半 平 面 o>>1 内 绝对 
(一 致 ) 收 敛 , 故 可 在 引 理 2 取 

gn) =1, D(o) = A(n). 
利用 第 二 章 $ 5(3) 式 得 到 

cn) = nn, 

因而 40p3 一 久光 ao>d 
由 此 及 (16) 式 (% 一 4) 即 得 (17) 式 ， 
" 194， 


最 后 证 明 估计 (18) 式 ， 我 们 有 
KG1< 国 检 全 


o 
or—1’ 


及 ze |<2 人 二 < T， 0 


由 以 上 两 式 即 得 (18) 式 ,了 
由 于 对 任意 的 0 之 1, 函数 wu-"(Inw)* 当 wu 之 0* 时 是 递减 
的 , 故 从 (16) 式 可 得 ， 对 o>>1 及 hl 有 
< am- 
这 里 祥 常数 和 己 有 关 ， 所 以 当 =1, 2,… 时 , 有 
(19) [C8) < rr, 
同 实 变量 5 函数 ( 见 第 二 章 $ 4 一样, 复 变 函数 5 和 (s) 也 可 
表 为 无 穷 乘 积 . 
定理 2 
Go0) 9) = 了 (1- 襄 ) ， o> 


右 端 的 无 穷 乘积 在 半 平 面 rc>1 内 一 致 收敛 . 
证 对 任意 的 0 之 1 及 2z>>2 有 


2 (一 雪 ) -LG 


右 端 是 有 限 个 绝对 收敛 级 数 的 滋 积 ， 所 以 可 按 通 党 的 乘法 飞 
出 来 ,并 以 任意 次 序 育 项 , 所 得 的 级 数 也 绝对 收敛 ， 由 算术 基 
本 定理 (第 二 章 82 引 理 41) 知 , 所 有 乘 得 的 项 
二 
(PPE OF 
是 两 两 不 同 的 ， 这 里 D1 D2 “'', Pr 是 不 超过 的 所 有 素 数 ; 
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o>1, 


0<ow<ce GQ=1,.…, ") 


此 外 每 一 个 正 整数 如 果 它 的 素 因子 不 超过 2 则 溃 必 是 


其 中 的 一 项 这样, 就 有 


‘1 工 
(22) (i 
其 中 “1 表示 对 所 有 其 素 因子 不 超过 的 正 整 数 % 求 和 和 、， 当 


<2 时 , 显然 它 的 素 因 子 必 不 大 于 zz, 因而 
(28) 瓦 G- 去 ) ~- 习 志 + 加 二 ,> 
由 此 可 得 


区 G- 冯 ) 


) = S11_1 o>1, 


SB 
= 1 


(24) 


-|- 怠 1 ,si 


8 人 
n>m > 名 


<2 之 ) 广 -， o>1, 
对 任意 o>1, 最 后 一 个 级 数 当 2 一 co 时 趋 于 零 , 这 就 证 明了 
在 半 平 面 0 之 1 内 , 当 %->oo 时 ， 
一 并 
及 Lt- 到 ) 
一 致 收敛 于 &(s)， 由 于 当 o>1 时 56(s) 0， 这 就 证 明了 定 


理 . 了 

由 定理 2 及 (15) 式 可 立即 推出 

= nn) _1 

cg 辣 -(- 寺 ) o> 
右 端 的 无 穷 乘 积 在 半 平 面 o> 内 一 致 收 伍 , 以 及 
(26) nt(s) ~—— 守 In(1- 可 ), o> 
右 端 的 级 数 在 半 平 面 o>>1 内 一 致 收 仿 ,这 里 对 数 函 数 取 定 
一 支 hn1=0. 


1 
po 
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最 后 , 我 们 要 指出 , 定理 2 实际 上 是 证 明了 由 算术 基本 年 
理 可 以 推出 


2 习 记 -或 
反 过 来 , 如 果 假 定 等 式 (27) 成 立 , 则 可 以 证 明 算 术 基 本 定理 成 
立 ， 所 以 等 式 (27) 是 算术 基本 定理 的 一 个 解析 等 价 形式 ， 此 
外 , 我 们 也 可 用 无 穷 乘积 即 (20) 式 来 定义 《(s)， 这 样 ， 由 算 
术 基 本 定理 可 推出 (14) 式 成 立 ， 但 是 这 需要 先 讨论 复 的 无 穷 
乘积 的 性 质 , 这 里 就 不 讲述 了 . 


一 工 
工 ，O>l1, 


$2 解析 开拓 


现在 我 们 利用 Euler 求 和 公式 (第 三 章 814(10) 式 ) 把 
(3) 解析 开拓 到 半 平 面 o>>0. 

定理 1 《4(s) 可 以 解析 开拓 到 半 平 面 cc>0, s=1 是 它 的 
一 级 极点 , 留 数 为 1. 

证 在 第 三 章 $1(10) 中 取 了 (w) 一 ”得 


工 - gt 一 at Cl i* 『 bi(u) 
(1) -一 一 一 me |, S 3 du. 


YE 9 8—1 


当 o>1 时 , 令 2 一 十 co 由 此 及 6(s) 的 定义 (§ 1(4)) 得 


(2) C= 及 言 + 站 + 二 -sa 
这 里 
(3) bi(W) =u— [ul — 三 . 


所 以 右 端 的 无 穷 积分 显然 在 半 平 面 gc>0 内 绝对 一 致 收敛 . 
而 它 是 半 平 面 o>>0 内 的 解析 函数 .特别 的 , 取 9 一 寺 得 
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人 《G)=--< ~ dv, o>1. 


由 于 有 是 于 平面 o>0 有 的 明证 关 上 s 一 1 是 它 的 一 级 极 
点 ， 留 数 为 1， 因 此 利用 ( 包 式 就 把 《(s) 解 机 开拓 到 半 平 面 
c>0, 并 证 明了 定理 . 】 

事实 上 ， 《人 的 可 以 开拓 为 全 平面 内 的 解析 函数 ， 以 s=1 
为 它 的 唯一 的 一 级 极点 ， 贸 数 为 1， 但 本 书 并 不 需要 这 一 结 
时. 

由 (4) 式 及 第 三 章 $1(13) 式 可 得 
Se(eO -7) -3 


1 


6(s) 一 (s 一 DD 在 s=1 是 解 六 的 , 所 以 可 展 为 等 级 娄 


(©) 4 
可 以 证 明 
(7) = 人 一 二 2) 


nn! 
这 里 7 是 由 第 三 章 $1(17) 式 给 出 的 常数 . 
由 (6) 式 可 得 到 两 个 以 后 有 用 的 公式 :在 s 一 1 附近 有 


(8) (9) —— +y+0(|s— 11), 


(9) 4 (4s) 一 Ce +0O(1), 
这 里 的 O 常数 都 是 绝对 的 。 进而 ， 由 以 上 两 式 立即 可 推出 : 
在 s 一 1 附近 有 


&S Cs) _ ~—1 
(10) (sy) ss—I1 


这 里 的 O 常数 也 是 绝对 的 。( 证 明 留 给 读者 .》 
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一 一 十 ?7 十 … 十 OCS 一 二 )， 


HH Wl i 


§3 L(+iD) 0 


本 节 要 证 明 5&(s) 的 一 个 极其 重要 的 性 质 ， 在 直线 oo 一 1 
上 (ls) 没 有 零点 , 即 
(1) EL 十 从) 0, — co<t<i++oo., 
这 是 利用 《6 函数 来 证 明 素 数 定理 的 关键 证 明 是 利用 5(s) 
的 无 穷 乘 积 (20) 及 下 面 的 显然 不 等 式 : 对 任意 实数 9, 有 
(2) 3 二 4cogs9 十 cos20=2(1 十 co0s0)? 宇 0. 

定理 1 (了 1) 式 成 立 . 

证 由 $1(26) 式 及 


In(i-D)= 一 总 和， |z|<1, 


一 1 NL 
得 
(3) ntl) -Fm >t 
两 端 取 实 部 ,得 


inletD[- 有 ,o>l. 


由 此 可 得 
(5) 

3Inc(o)+4In|Eleti) [+In lo +2) | 

- 习 阅 一 


由 m=1 


m3+4c0s(mt lnp) +cos(2mt In p)} 


宕 0, 
最 后 一 步 用 到 了 不 等 式 (2). 因而 有 
(6) 《ac (ac 十 动 ) | lle+2) | =1, o>1, 
如 有 果 ( 了 ) 式 不 成 立 , 则 必 有 一 如 z 坟 0 使 
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(1+ito) =0. 
在 (6) 式 中 取 二, 并 改写 为 


@) (Co-Deo) | eto) | 


> 


由 $2《8) 式 知 ， 


o>1. 


1 
o—1i? 


lim(o — DE(o) —1, 
而 由 $2 定 理工 知 &s) 在 14dto(to<50) 解 析 ， 因此 


im SOF) ,1+ eho). 


OT—> 0 


由 以 上 两 式 知 ， 外 ) 式 的 左 遇 当 0 一 + 时 趋 于 极限 
[E46to) | 426t0) |, 

这 是 一 有 限 数 ,而 (7) 式 的 右 端 当 o>1; 时 趋 于 无 穷 ， 这 一 

子 盾 碗 证 明了 定理 .1 


$4 在 直线 o=1 附近 的 估计 


$ 1 中 估计 式 (18) 与 (19) 显 然 不 能 用 于 直线 o~1 上 , 而 
且 在 该 直线 附近 亦 不 能 得 到 好 的 估计 .为 了 得 到 这 种 估计 就 
需要 利用 《(s) 的 解析 开拓 表达 式 ($ 2(2) 式 )、 为 了 吉 免 s 一 1 
是 极点 的 麻烦 ,代替 5(s) 我 们 考虑 淮 平面 gc>0 内 的 解析 本 
数 


(1) 


在 s 一 1 附近 它 有 展开 式 S 2(6) 式 ， 到 册 此 得 到 的 浙 近 公式 
$ 2(8) 及 8$2(9) 式 。 
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定理 1 对 8 一 0,1,2,…, 有 
(2) [mn® (8) |e In*ti( lt| +2), o>1, 
其 中 c(#) 是 仅 依赖 于 记 的 常数 . 
证 ”由 82(2) 式 得 : 当 o>0 时 ,有 
(3) 
7 人 一 习 二 + Lb) ou 
一 m1(8) 十 9a(S) 十 9a(S) — na (8). 
现 取 y= | 十 2，m(s) 是 全 平面 内 的 解析 函数 ， 
(4) D9 (8) = A, 
当 oc 之 1 时 ， 
(5) 

PO) |<E EE ohomiy—oh) in lt] +2), 
其 中 oa(B) 为 一 仅 依赖 于 五 的 常数 ， 
G) vas) =—— [uras, 

所 以 亦 是 全 平面 内 的 解析 函数 ， 
(7) ns) 一 (一 De un*udu, 
当 o 之 1 时 ， 


x) 2 nro i 1 十 4 
(8) ONTD A WE 


1 
TEL 


ms(3) 亦 是 全 平面 内 的 解析 耻 数 ， 


In*t1 (| +2), 
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ns) = (—1)*010)y n'y. 
当 cz 时 , 由 于 函数 y ln*y(y>>1) 在 y=e* 取 最 大 值 ， 故 
有 


lnxyy ~ Ek 
(9) P91< <(S). 
最 后 讨论 m4(9), 它 在 半 平 面 o>>0 内 解析 . 
(10) 


oo k 
7 (8) = 如 0 cxw 十 -Ds 如 vu du, 


当 I<o<3 时 , 利用 分 部 积分 , 可 得 


GD bm 人 < 二 二 (+ 王 玫 机 


k | 
-++ {t+ 十 全 
2 yy 4 


<cs(8)JIn (| ti 十 2). 
综合 (5)、(8)、(9)、(D) 式 ,就 证 明了 估计 式 (2) 当 I<o<2 时 
是 成 立 的 . 而 当 ac>2 时 ， 


的 |-| 呈 于 War 人 9 各 


< > ln a +Ek!l<cs (Ch), 


所 以 估计 式 (2) 亦 成 立 ，]】 

特别 的 , 由 (2) 式 可 得 : 当 ac> 二 上 关 2 时 ， 
(12) 12(s)| 委 cs 人 8) (mi (一 0 1, 2 .…), | 
其 中 cs(8) 为 仅 依 赖 于 的 常数 . 

显然 , 估计 式 (2) 及 (12) 仅 当 o 充分 接近 于 1 时 才 是 有 用 
的 。 当 go 之 oo>1 时 ， 则 利用 估计 式 $ 1(18) 式 和 51(19) 式 
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较 好 些 . 有 时 往往 把 两 者 结合 起 来 应 用 . 
下 面 来 证 明 |&(s) | 在 半 平 面 o 之 1 上 的 下 界 估 计 式 . 
定理 2 Wi cs， 使 得 


(18) Inr (lt|+2), o>1 


ey os 
证 当 o>>2 时 ， 由 估计 式 $ 1(18) 式 知 定理 显然 成 立 . 
而 当 |t|<2, 1<o<2 时 , 《-1(s) 是 这 闭 矩 形 上 的 解析 函数， 
故 |L(s)]-!+ 有 上 界 ， 故 定理 亦 成 立 ， 因 此 ， 再 注意 到 《8) = 
ZCs) ,我 们 只 要 对 
(14) 1<o<2, t>2 
来 证 明 (18) 式 ， 这 时 ， 由 $8(6) 式 、§ 1(18) 式 及 本 节 (2) 式 
(一 0) 可 推 得 : 


(15) < Co)) sleet+2t) | 


1 
上 cc 十 动 ) | 


<oe( -二 了 ) ns, t>2. 
对 任意 正 数 入 , 当 
1+ Er 3 O02, 1t>2 

时 , 由 (15) 式 得 
(16) Te co In". 
而 当 | 
(17) 1<o<1+ ZT 
时 , 由 (2) 式 (4 一 1)、(16) 式 ,及 

blotid) =tlootid) —| Cutid du, 


= Oo, t>2 
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可 得 

G8) leCotid l= lt oorid) -IECutid le 
or Np- or(go ~ 0) In’y 
> (ci 一 G74) AsIn-? t. 

现 取 入 满足 : 

(19) Ci! —20Nt, 

这 样 , 当 (17) 式 成 立时 , 由 (18) 式 得 

(20) [L(+dt) |>2 0c5 07° In™?t. 

由 此 及 (16) 式 就 证 明 当 条 件 (14) 式 成 立时 , 有 


-eee mT < nt. 

ee 可 < 0607 4 了 

这 就 证 明了 定理 . 了 
以 后 我 们 需要 讨论 画 数 


6 9 
及 


(22) hi(s) = 2 +6C8) —h(s) + ns). 


由 $2(6) 式 知 h(s) 在 s 一 1 解析 , 再 由 于 6(i 二 欠 关 0 ( 见 83 
定理 顽 就 推出 (8) 在 半 平 面 rc>1 上 的 每 一 点 都 解析 ， 特 别 
是 在 直线 oc=1 的 每 一 点 解析 ， 由 于 m(8) 是 半 平 而 o>>0 内 
的 解 术 函数 , 因此 -加 (s) 亦 在 兴 平 面 o>1 上 的 每 一 点 都 解 
析 , 特别 的 , 在 直线 o==1 的 每 一 点 解析 . 

由 定理 1 及 2 可 以 得 到 h(s) 及 及 (s) 的 各 阶 导 数 在 半 平 
面 co 之 1 上 的 上 界 估计 ， : 


.04.: 


定理 3 对 于 oo 之 1 有 
(23) 
Lo(9)1 <os CB) In +2 C=0, 1 2, 0 
及 
(24) 
[a (C8) | Ses dh) Cn Ct 4) Cp=0, 1, 2, 0)， 
其 中 cab), ee) 是 仅 和 有 关 的 常数 ， 
证 “我 们 只 要 证 (23) 式 ， 由 此 利用 (22) 式 及 定 再 1 即 可 
推出 (24) 式 . 
由 上 面 指出 的 .Cs) 的 解析 性 可 知 , 一定 有 -充分 小 的 正 
数 3, 使 h(s) 在 矩形 工 3S<c<2, | 让 <2 上 解析 , 所 以 函数 本 
身 及 其 各 阶 导数 在 其 上 有 界 ， 因 而 (23) 式 成 立 .而 当 o>2 
时 由 $1(17) 式 知 
(25) Nm 人 一 (De 局 -人 Di + 
因而 有 
(26) am()|< DE +t! on(b), o>2, 
所 以 估计 式 (28) 亦 成 立 ， 这 样 , 我 们 只 要 对 
(27) i1<o<2, It|>2 
证 明 (23) 式 ， 这 时 四 
_ 12 Nm (Dp! 
(28) 1 全 一 (全 汪 ) 十 -一 六 
当 (27) 式 成 立时 


(29) 


(— DE! 
(s—1)” ” 


] (—1)*k1 | Ek! | 
(s _ 1)*t1 | Okt1 
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容易 看 出 , 利用 求 导 公式 求 出 
C’(s) (Rw) 
: ( C (8) ) 
后 所 得 到 的 每 一 项 是 这 样 的 形式 ， 
(80) tn ee 


Ct 


由 (12) 式 及 (18) 式 知 这 样 的 项 的 绝对 值 
<cuk) In |t| en | tl)att Cin | 20 El) rt 
ck) (In | £ | ) 90+3 ， 

这 里 用 到 了 +k 十 1 及 
(B+FD++D)+ + tl) = (E+1) 十 rs<2(8 二 二。 

因而 当 条 件 (27) 成 立时 , 有 


(81) (Se) | <oa( 有 (In |#|)?*+D. 


由 此 及 (29) 式 就 证 明了 估计 式 (23) 在 条 件 (27) 下 亦 成 立 ，】 
容易 证 明 , 当 oc 之 1，|t| 之 2 时 ， 
(32) In CC) (in|t|)?. 
有 关 本 章 内 容 可 参看 Apostol [ij， 闵 病 稚 [ 及 Ti- 
tohmarsh [2], 


第 八 章 习题 
1. 利用 Abel 入 等 式 (第 三 章 8 1 引 理 了 证明 当 >1 时 有 
Ca) £5)—s | [四 oa 
Cb) C10) =s | Bl) ) ed 
cs 一 :一 
(0) -2 一 .yz 
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Gd) ¢3() ~ s CEA) wd 
2. 试 证 明 ; 当 o>1 时 以 下 等 式 成 立 ; 

(a) 总 oem)w"* 一 ts)LCs 一 a), a 为 复数 , 0:(%) 由 第 二 章 第 32 
题 给 出 ,o>1+ Rea; 

Cb) Bam) as) L123); 

(0) Dn) mts) L125); 

G) 如 2 一 C2(s)L-1(25); w(m) 表 示 % 的 不 同 的 素 因 于 个 数 ， 
wl) 一 0， 

《e) Bon ts) Dp 

(£1) Dp)n ts) 23); 


(g》 忆 Xm)n" 一 5《2s)L-4s)， XCm) 见 第 四 章 第 3 题 
3. 设 f(m) 是 完全 可 乘 函 数 ， 如 果 
ea"=( 写 omynr )( 训 bm)n7), 
则 
ood = (Ba De )( Bon) ), 
这 里 假定 这 些 级 数 均 在 某 一 半 平 面 内 绝对 收敛 : 
4. 在 上 题 中 取 fCw) 一 (mn)《 见 第 四 章 第 3 题 ), 2 clm)w™ 为 第 2 是 
各 小 题 中 的 左 端的 各 个 级 数 ， 试 求 立 eCn)X(n)w"" 所 确定 的 画 数 ， 
5. 设 BCs)= 己 J(oor 当 c>a 时 绝对 收敛 ,7(D = 0， 试 证 明 : 当 
o>a 时 ， 河童 Imw=t, Rew>o 上 的 积分 
六 FC) dw= S SE 


Oo+ 财 


6. 设 了 (??) 为 完全 可 乘 函 数 ， FG)— Df)nT 当 o >4 时 绝对 收敛 . 
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10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


试 证 明 : 当 o>a 时 有 : (a) PCs) 二 0, (PCs)) = pCm) Ff (0) ms 
A Cm) »- 


ln 


(0) ~ 一 AF) (0)In PGs) = 


. 利用 恒等式 ( Cs) ) +( Ss) ) = 一 人 Cs) ,assT 证 明 Selberg 


5(5) Cs) sS《3) 
恒等式 :AGD1lnnt (A*A)(%) 一 GZ Cm) 即 hap 《这 里 所 


用 的 符号 见 第 七 章 § 1.) 


， 利 用 恒等式 一 他人 一 (5) -2y= Ty 5'Cs) 一 ts) —2yt(s)), 


COs) 
试 证 明 4(o) 一 I-27 [二 |= 忆 pOQ) Qnm-dlm) 一 2Y)， 由 此 
可 推出 第 四 章 8 1(15) 式 . 


， 试 证 明 ; 当 o>1 时 ,有 : (9)lnLl9)= 忆 全 2 ns (byInk(e) = 


” omy) 
|， vr 一 ]) cx. 

若 当 ~> + co 时 ， 六 ~ 则 当 o>1 时 , 级 数 局 440)2 绝对 
收 伊 , 是 当 o>14 时 ,这 二， 


若 当 w>co 时, 可 gln)~zln*z,，% 为 正 整 数 ， 则 当 o>1 时 ， 


Pan 绝对 收敛 , 且 当 o>l; 时 ,局 aGDmm~ ey 


试 证 明 8 2(10) 式 . 
设 za( 几 一 vx 一 [由 ~ 三， 定义 函数 列 


六 bjsCWWAu=0 (=1, 2 


试 证 明 : 这 样 定义 的 函数 列 是 唯一 确定 的 , 且 所 有 的 bx(w) 均 以 1 为 
周期 
试 证 明 

pa() 一 于 (一 [四 )? 一 去 他 一 四 ) 十 十: 


fem bp,.1(0) = | bi(wWau CQ=1, 2,...), 


ba(W 一 于 Ge 一 [2 到 GE 二 下心-B 
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5 人 DO- 立 w-rO- 二 cc) 二 or- 二 


如 何 用 bi(w) 来 表示 52Cw)、bsCw) 和 bsCw). 
15. 试 证 明 以 下 的 Fourier 级 数 展 式 成 立 : 
Sin 2%0rw (vw 基 整数 ); 


I 3 
d=1. 2 


DaiCe 一 《一 D1 em (2=1, 2， 0) 


由 此 推出 :(a)ba1(w) 是 偶 函 数 ，bax(0) 一 (一 巧 一 < 7 27), 
(62 C0) | < [52.C0) |; 《b)2par-iGu) 是 奇 函数 ，porrtt0) 一 0 QQ=1, 2， 


16, 设 1 是 正 整 数 ,fCw) 在 区 间 [y, 中 上 次 连续 可 导 ， 试 证 明 


EFT Fdaut -Db | 
+ CD br Hau. : 


17. 设 o>1, zz>1， 试 证 明 : 对 任意 正 整数 1 之 2 有。 


_ 1 rt 一 bi(x) 
SCs) nar 9 了 一 3 t 2 


+ 训 sGstDstj-D 如 各 


pb :CW) dn. 


—s(s+1)-- sti—D/ 
由 此 证 明 《Cs) 可 解析 开拓 到 o> _ /了 实际 上 可 证 明 开拓 到 o> 
-办 ，。 因而 Ls) 可 解析 开拓 到 全 平面 ，s 一 1 为 其 唯一 的 一 级 极 
点 。 z | : 
18. 按 下 述 步骤 试 证 明 $ 2(7) 式 , (a) 求 函 数 FP(s) ==s J bu au 
在 点 s= 工 的 时 级 数 展开 式 , 证 明 当 %=1, 2, … 时 有 
Fe)| 一 (一 Dim| bw (Te dw 
(b) 对 上 式 右 端 的 积分 应 用 第 三 章 8 1(10) 式 ; (e) 利用 8 2(4) 式 
. 209 ， 


19 . 


20. 


21. 


22. 


即 可 推出 § 207) 式 . 
斌 证明， 当 o>1 时 ， 对 所 有 的 +, 有 
to) |Llot+i)l to + Ht + | > 1, 


由 此 证 明 《1 十 祝 ) 和 0. 
以 下 是 Hadamard 证 明 Ct《1+ 必 ) 大 0 的 方法 。 (3) 假定 1+ 声 是 
6《s) 的 零点 . 设 o>1 

5 野地， Pp- en ， -也 CE 了 ， 
证 明 对 任意 正 数 s, 必 有 正 数 0 使 当 cc 一 1 和 6 时 , P< 一 (i118)8; 
《b) 对 任 章 给 定 的 w， 0<a< 世 ， 设 o>>1， 

S = 也 沪 ， S=8'+8",N\=8'/8, 

其 中 > 表示 对 所 有 满足 以 下 条 件 的 2 求 和 : 
(2k+1)wr —astolnp< (2k+1)rt+a 〈8 一 0， 士 1， 土 3，.…》 
试 证 明 : 当 0 一 1<6 时 , (1 一 A) (1 一 cos <e | 提示 : 考虑 P'= 


9 


> ta). ,PP 一 P'+P". |(e) 证 明 @> SCMeos2z 一 1 上 7; 
[提示 : 考虑 9 一 避 -32,8 一 @'+@".](d) 当 o>1 时 ， 
有 lnL(s) 一 加 训 十 fCs), Cs) 在 > 可 内 解析 , 且 当 o->lt 时 ， 


史记 ~ 9) 当 o>14 时 ,也 必 zc+2ito) [一 @， 由 此 推出 
矛盾 . 
在 上 题 的 符号 下 , 试 证 明 : (a) Pa< 卫 (8S+@)8S; (b) 若 1+ito 是 
5(s) 的 零点 ， 利 用 (9) 可 证 明 1+2ito 是 5(9) 的 极点 ， 由 此 推出 
二 十 从 7 于 0. 
试 证 明 : 对 任 给 的 正 数 4 及 整数 >>0， 在 区域 o 之 1 一 4Cln(|il 
+2))~+ 中 ,有 估计 z 

: [PCs) [<O0E, AYInC |#| -42))*+, 
及 IEmCs) | <Cak, AYIn[t[yt (Ctl>2), 
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其 中 Ks) 由 8 4(]D) 式 给 由 , 01C(%，4)、0sCk，4) 为 与 £4 有 关 的 
数 . 

23. 这 证 国 (a) 存 在 正常 数 Ci 使 当 o>1, |i|>2 时 ,有 |tlo 十 从)|>> 
Ci(o 一 DCnltl)- 吉 (bp) 存 在 正常 数 Ca， 使 当 i>>2 时 ， 有 
IQ 之 CGIn]s1)- [提示 : 利用 (a) 及 如 wtit)au=t Co 
+it) 一 LCL+Tit)，]Ke》 存在 正常 数 Ca 使 得 在 区 域 o>1-0， 
《ln(C]t| +2))~ 中 ,5Cs) 无 零点 , 且 有 估计 一 (nClt| +2))"5 


2 LCs) 
Eo Cln(ltl +2)), ltl>2;1n6C) < Ons|+2)), [1t|>2. 


24. 把 $4 中 的 定理 3 中 的 估计 亦 推广 到 上 题 (0) 中 所 说 的 区 域 , 
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第 九 章 
几 个 工 AUBER 型 定理 
为 了 不 离 古 太 远 ， 本 章 将 只 证 明 几 个 与 素数 定理 有 关 的 
特殊 的 Tauber 型 定理 ， 对 于 Tauber 型 定理 与 发 散 级 数 求 
和 的 一 般 理论 有 兴趣 的 读者 可 参看 Widder[1] 第 五 章 ， 潘 承 
洞 .于 秀 源 [1I] 第 九 .十 章 . 
$1 两 个 最 简单 的 定理 


设 Jo 是 定义 在 [0，+cse) 上 的 实 函 数 ,在 任意 有 限 区 间 
[0, z] 上 可 积 。 如 果 


(1) (一 GE (>+o0), 
则 很 容易 证 明 ( 留 给 读者 ) 
(2) | faDdu->a (w+ o0). 


一 般 说 来 ,这 一 结论 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 ( 试 举例 说 明 )。 在 
第 五 章 88 引 理 2 中 已 经 给 出 了 使 这 道 命题 成 立 的 一 个 充 分 
条 件 一 一 好 (0 是 递增 函数 .这 是 最 简单 的 Tauber 型 定理 ， 
为 了 便于 比较 ,在 此 复述 于 下 : 

定理 1 设 fo 是 定义 在 [0，+ce) 上 的 实 函 数 , 在 任意 
有 限 区 闻 [0, 中 上 可 积 ， 再 设 uf (0 是 递增 函数 ”那么 , 车 
(2) 式 成 立 , 则 (DD) 式 也 成 立 . 

另 一 个 差不多 的 定理 是 ， 
,212， 


定理 2 在 定理 1 的 符号 和 条 件 下 , 阁 


(3) 三 | fdu~ar! 《2 一 > 十 co)， 
则 
GyJD~eme (y+o0). 


证 设 9 是 任意 正 数 0<5<1， 由 (3) 式 得 


“7comw= GT 二 oo 


而 由 wf (ww) 性 可 得 


wf (2) es <| 0 
因而 有 
了 2) o 
2 TB < C+6) 1) +0(1) 
f+ 0)g) ,- wo 
< -TT 二 (十 8) 人 《xz 一 十 co). 
由 此 推 册 ， 对 固定 的 正 数 8, 有 
im /< 全 <aGLT5) -人 二 六 一 二 
及 
CCGLTB)o) 
二 下 过 到 -2 TT 
他 (1 十 3) 一 十 
全 ( 工 十 3) 人 
利用 加 
令 8 一 0,, 由 以 上 两 式 即 得 
lim 7 = 400, 


下 二 十 0 


这 这 证 明了 (多 式 ，】 
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S2* Hardy-Littlewood 定理 


下 面 的 Tauber 型 定理 属于 Hardy-Littlewood([1])，, 
这 里 的 证 明 是 J. Karamata([1] 或 [ 函 ]$87.51~7.53) 给 出 
的 . 

定理 1 设 数列 4 之 0 (一 0 工 2 …)。 车 


1 SY gr ~ 
(1) 之 nN 2 一 > 二 _， 
则 
MN 
(2) ~aN, N—>o00，.- 


下 面 先 证 明 几 个 引 理 ; 
引 理 1 在 定理 工 的 条 件 , 对 任意 多 项 式 p(w), 有 


Sr GE 六 
(3) 局 aa p(w") | pC du vw—>1.. 


证 显然 只 要 对 p(w) 一 w”(m 一 0, 1, 2, …) 来 证 明 .， 由 
(了 D 式 可 得 


[= = Ty 

No 二 nn 个 
之 CeX 2 一 PAG ) ~ gr 
所 一 由 一 六 


a 二 一 好 


Ts Tr o>. 
工 一 多 1 -| mh 
由 此 及 工 一 了 TI mr jo dv, xw->1, 


就 证 明了 (3) 式 对 pw) 一 ww” 成立， 时 

为 了 证 明 引 理 1 对 任意 连续 函数 都 成 立 ， 和 需要 关于 连续 
函数 的 多 项 式 通 近 的 Weierstrass 定理 . 

引 理 2 设 gygQwW) 是 [0, 1 区间 上 的 连续 实 函 数 ， 那 么 ， 
对 任 给 的 8s>0, 必 有 多 项 式 p(w), 使 得 
，* 214。 


(4) go 一 DG 天 s (Ox<u<1). 

证 明 见 [ 实 ] 第 四 章 $5 定理 2, 或 [ 数 ] 第 四 篇 第 六 章 8 9. 
三 , 8°, 
引 理 8 在 定理 1 的 条 件 下 ,对 [0, 如 区 间 上 的 任 一 实 连 
续 函 数 g(w), 有 


© 局 caorg(o)~ 了 oOaw ol.. 
证 对 任 给 的 。>0, 设 p(w) 是 满足 (4) 式 的 多 项 式 ， 由 

于 on 之 0, 故 有 
(6) 

Dorp < Towg) < Dapale) (0<<<1TD， 
其 中 
pW) p(w) -eg <ple0) +e—pal). 
由 引 理 1 知 


lim(1—%) Bl ow'g(2") >lin (1 ~») Da pr(w) 


=o) pW du>a gg dv 一 2C8， 
及 _-_ . oo _ oo 
lm (1—%) Dog 0) < lim (1 —%) St"palm") 
=a| m(oau<a gu) du +20e. 


由 于 8 的 任意 性 , 由 以 上 两 式 即 得 (5) 式 . 3】 
定理 1 的 证 明 设 
于 


0， Ov < 
go(u) 1 


1 
工 工 <w<cL ， 
Ww 6 WT | 


15 


再 设 整数 4 之 4 
% os<r< 人 -号 ) 


ro-| 台 (全 -一 ) 二 -各 < 


i 1 wl, 
好 台 


显然 ， gx (1), RE (9 均 为 [0， 了 区 间 上 的 连续 函数 和 且 满足 
(8) gi UW S90) Soi (0<u<l). 
容易 推出 


1 1 : 1 . 
GO) lim] gt ou=limf rm- f god 
由 (8) 式 及 o, 之 0 可 得 : 对 任意 的 £, 有 
(0) Bwgi eo") < Hawgole) 


<(1-0) Bawrgt 0"), (0<o<1). 
由 此 及 引 理 8 即 得 : 
lim (1 ~%) Tongo(om > lim (1 %) > qr" gz (wn) 
1 二 0 1- 失 一 


"J 
一 | , gx (UA, 


im (1—2%) 3 no" golw") < Hm (1 一 2) Paargt (zw") 
一 | 9# (WU ou. 
令 8 一 co, 由 以 上 两 式 及 (9) 式 即 得 
(10) lim (1—%) Sawrgols") -< | go du a. 


现 取 =e NN 为 自然 数 , 有 
(1 一 乡 ) D3| Unt" Jo (2") 一 (1 一 6 3) wa, 
此 外 | 
lim N (1—e *)—1 

由 以 上 三 式 即 得 (四 式 ] 

附注 1， 事实 上 可 以 证 明 引 理 3 对 [0, 和 区 间 上 的 任 一 
具有 第 一 类 间断 点 的 函数 都 成 立 ， 而 定理 1 的 证 明 是 利用 了 
只 有 一 个 第 一 类 间断 点 的 特殊 的 函数 go(w) ( 见 (10) 式 ). 

2. 对 任意 数列 w， 若 (2) 式 成 立 ， 则 (DD 式 必 成 立 ，( 证 
明 留 给 读者 ) 


$3* ”关于 权 函 数 名 (x) 的 Tauber 型 定理 


首先 ， 我 们 引进 关于 慢 递 减 函 数 的 定义 ， 设 f(z) 是 定义 
在 (一 oo, 十 co) 上 的 实 函 数 , 若 满 足 条 件 
《1) lim lim (f (w+ 4x)—f (2))>0, 


则 称 f(g) 是 慢 进 减 画 数 ， 这 里 z，4z 是 两 个 独立 变量 . 
显然 ,递增 函 数 一 定 是 慢 递 减 函数 . 但 递减 函数 不 一 定 
不 是 。 例 如 ,f(z) 一 一 %, 
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lim (~ (s+ Aw) 上 To) 一 0， 
多 一 十 co 
do 0 


所 以 也 是 慢 递 减 函 数 ， 但 f (wz) 一 一 wz? 就 不 是 , 因为 
Him > (wt Aw)*+) 


一 lim (- 2w4z 一 4x2) = 一 ce。 
这 是 由 于 一 2” 递减 得 太 快 的 缘故 . 
定理 1 设 f(w) 是 有 界 的 慢 递 减 丽 数 ， 且 对 任意 的 和 > 
0, 有 


®) lim im 5—| bw fu d=0, 
则 
(3) : lm f(%)~—a, 
其 中 
(4) 不 (2) = -2a( 2 on 2) 
证 ”由 于 对 入 >0， 


_1 -1 (inAw)? ), 
7 Ln ee 


-让 sin?w dy = 三 1 — cos 2u du 
mj mT -~ 2 

1 EL gn ou = Sinw Gu=1, 

Tm ”~ HW 
最 后 一 个 积分 的 计算 见 | 【 微 】 第 455 款 8°, 或 [ 数 ] 第 四 篇 第 五 
章 8$ 3[ 例 轧 , 所 以 可 假定 a 一 0， 因 为 ,不然 可 用 f(z) 一 a 代 
替 f(z), f(w) 一 a 仍然 是 有 界 慢 递减 函数 ， 

用 反 证 法 : 若 (3) 式 不 成 立 ， 则 必 有 5>0 及 一 串 实 数 
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Wi, Tay sg Wn 0s (on 一 十 ce) ,使 得 有 


(6) (zw) > (w=—1, 2, …)，, 
或 
(7) fw) —d (n=1, 2, …). 


我 们 只 来 讨论 (6) 式 成 立 的 情形 ; 另 一 情形 可 同样 证 明 . 由 慢 
递减 性 知 ， 必 有 4= 4(8) 及 9 一 0(3)>0， 使 当 zx4 0< 
4z<27 时 ,有 


(8) f (w+ hn) —f (0)>—S, 


设 wn 之 no(8) 时 必 有 wr, 这 4， 这样, 若 《6) 式 成 立 , 则 由 (8) 式 可 
得 


(9) (ms 十 dc) >3, no(3)，0<dz<27。， 
因而 , 当 mw>>mo(5) 时 , 必 有 
1 {= 
(10) vr (wnt nm— uf Wu) A 


1 人 + 全 + on 
ON tn —o0 | | 
和 sin A(w, tO— wu YY 
> 二 cn 入 (on nO— LV) ) ou 


-全 (i) 


-x| (Ry 人 ) qu}, 
-入 I MIs— MT 中 
这 里 
(11) |flz) |<M, (一 ceo 天 z<< 十 cc) 


*。919 ， 


容易 计算 
7 (开刀 ) 一 元 | [ae 
(7 
Sm 
由 | (5) 式 可 得 : 当 nn 之 no(6) 时 ,有 
(12) 二 = - 记 =| bot nF Au 


-2 (a 


Hi 包 政 


2 一 一 


6 

2 

SS 2M+6 
3 WAM. 


因而 当 nn 之 no(6)， n> 时 , 必 有 


态 |[ hant 人 JCD du> 量 ， 


而 这 与 (2) 式 (ec 一 0 矛盾 . 1 

附注 ”由 证 明 容 易 看 出 ， 如 果 将 定理 1 中 的 条 件 ， “对 任 
意 的 >>0, 有 (2) 式 成 立 ” 改 为 : “对 一 串 和 >>0， 和 vi 一 十 co, 有 
式 (2) 成 立 ”, 则 定理 仍然 成 立 . 


$4* Ikehara 定理 


定理 1 设 f(z) 是 区 间 [0, +co) 上 的 非 负 递增 函数 ,s 一 
C 十 大 ,积分 
(1) Cs) -| f (wd 
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当 o>1 时 收敛 .再 设 存 在 一 个 常数 4 及 函数 g(t， 使 在 任 
意 有 限 区 间 | 旨 <T 上 一 致 有 


(2) -2 ) -gC). 
则 有 
(3) lim erep (oz) 一 gg 

附注 对 任意 的 


所 以 g(G) 也 是 上 的 连续 函数 ， 如 在 (2) 式 中 取 #0, 并 令 2 一 
= 一 卫 则 由 公式 可 推出 


(4) | eue(e-°f (2)) do~ y—>0,. 
这 也 就 是 说 ， 在 定理 1 的 条 件 下 ， 大 (9 式 成 立 ， 则 (8) 式 也 成 


立 . 
下 面 先 证 明 儿 个 引 理 ， 
引 理 1 设 入 >0， 
(8) 友人 -~ 和 lzls2x 
[z| >>27X。 
我 们 有 
(6) A jerh GD) dur 一 记 (2)， 


其 中 雄 (2) 由 S$ 3( 纹 式 给 出 . 
证 ”由 定义 知 


-wow- 高 三 eo" (1 


3 2 和 uw 
-| (0 一 部 -)cos(aw) gu 一 局 (w). ] 
引 理 % 设 CO) 关 0, 对 任意 的 s>0, 积分 


(7) [plo "a 
存在 ， 则 有 / 
(8) Him jpGOem gu [pC du, 
两 端 同时 收敛 或 同时 发 散 至 十 oo， 
证 “无 论 积分 

[ea 

收敛 或 发 散 到 + co, 总 有 
je"pdauef pda, 

因而 
(9) Hm | ep lou < pcw a 


£—0 


为 一 方面 ， 由 于 pe) ors(o-ep Cu)), 所 以 pw 在 任 一 有 限 
区 间 [0, UV] 上 可 积 , 并 有 


| pcCoau<em | ee (Ww) du er 『 ep) Adu. 
因而 , 对 任意 固定 的 口 , 有 
| pa < lm | (oau 
由 于 可 是 任意 的 , 故 得 。 
jira < le forerp lu) au, 
由 此 及 (9) 式 即 得 (8) 式 ，】】 
现 克 0, v0,; 
(10) a(%) -从 z<0, 
再 以 
"6934, 


(11) f(x) =0, <0, 


的 方式 把 f(z) 的 定义 域 扩 展 到 (一 20, oo)， 我 们 来 讨论 积 
分 : 设 和 >0，s>0， 


(12) 7Txe(z) 
-二 克 (z 四 (eof — gl Je-er ge, 
(18) 0<h (lw) < 和 (—co<w<t+o0), 


故 由 条 件 (1) 知 积分 (12) 存 在. 
引 理 3 


G9 本 二 -二 六 全 时 jnoeras 
证 由 引 理 工 知 
T,,s (2%) 一 二 | (ef (ww) — ou) )e "du 
上 


由 于 f(w) 是 非 负 的 且 满 足 条 件 《1)， 所 以 上 式 右 端的 积分 号 
可 以 交换 (读者 自己 验证 ), 从 而 得 到 : 


__1 [% _ ly| 
Te 一 Dx -2 6 (1 和 ) 


x F(l+s+dy) 一 5 地 . 


令 s 一 0+, 由 此 从 条 件 \2) 即 得 (14) 式 、 卫 
引 理 全 


*» 223， 


lim 1.s(0) = 3] blo (ef C0) 一 oo) 


Ti,s(T) 一 - 方 -| 肥 (z 一 2 (We du 


-志雄 (vw—u wou)e aw, 


由 条 件 (四 及 (13) 式 知 ， 右 端 两 个 积分 均 满足 引 理 2 的 条 件 ， 
后 一 积分 当 。 一 0 时 是 存在 的 . 这 样 , 将 上 式 取 极 限 即 得 (15) 
式 ,极限 的 存在 性 已 由 引 理 3 证 明 。 3 

引 理 5 设 : 
(16) To) lmT,g) 


-J 于]- hlw—w Ce "fe) — alw)) du, : 


则 对 任意 的 和 >0, 有 
C17) Tv)—>0, w—>o0. 

证 ”由 于 9 的 是 连续 函数 ( 见 定理 工 附注 )， 故 由 (16)， 
(14) 式 , 利用 Fourier 级 数 中 熟知 的 Riemann > 定理 (网 [ 微 ] 
656 款 )， 即 得 (17) 式 . 1】 

由 $ 83 定理 1 及 (17) 式 容易 看 出 ， 为 了 证 明定 理 1, 我 们 
只 要 证 明 e-f(w) -- alw) 是 有 界 慢 递减 函数 即 可 ， 显 然 , 这 相 
当 于 要 证 明 e “fl(w) 是 有 界 慢 递减 孙 数 ， 

引 理 6 e “f(z) 是 有 界 慢 递减 函数 . 

证 ” 先 证 慢 递减 性 ， 对 任意 的 4z>0, 由 (2) 的 递增 性 
知 |， 

. 994 。 


| | 


Wh Hd SE ee 


e Hf(vtAr) 一 ez) 一 efe “f(r+Ar) —f (2)} 
>e “f(r)(e “*—1)>0. 
最 后 用 到 了 f(z) 是 非 负 的 . 这 就 证 明了 慢 递 减 性 . 
下 面 证 有 乔 性 ， 由 (16)，(17)，(10) 及 § 3(4) 式 得 


ty 
— lim -| . iva) du 


eo A Dm 


(18) “lim |- km— ue "Fu Adu 


=— lim Cw 一 人 du 
oim], 


一 -一 一 一 lim 要 2 OL qu 


Wi +t 


A 
。 Sin2 4/ 
-2 lim| s— Wu = 0, 
wu 


mT 2 一 十 co ~ 


最 后 一 步 参 看 8305) 式 ， 显 见 , 当 和 之 上 时， 上 面 的 极限 式 是 
一 致 趋 于 g 的， 因而 必 存 在 wo, 使 当 ww 宇 wo, 入 之 1 时 ,有 


(19) i AC OL 


由 于 上 式 中 的 被 积 范 数 是 非 负 的 , 利用 8 3(4) 式 , 作 变 量 替换 
X(z 一 2 一 0 得 


| 一 《一 人 ?Fe 一 2 大 人 )dv<mat 1) (zwo0; A>1). 


由 此 及 f(s) 的 递增 性 得 ， 当 z>>zo 和 > 工时 ,， 


f(z-- A Sin dv<r(o+1). 
令 和 A 一 十 coo， 由 此 即 得 
(20) fo-)e “<at+l1 (2>%0), 
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再 由 jz) 的 递增 性 及 z 的 任意 性 ， 由 上 式 可 得 (证 明 留 给 读 
者 ): 
(21) (ze 二 Tt (wv0). 
这 就 证 明了 有 界 性 ，]】 

定理 1 的 证 明 由 (16).,(17) 式 、 引 理 6 及 $3 定理 1 就 
证 明了 本 布 定理 1. 】 


$5 素数 定理 的 等 价 命题 


有 了 前 面 的 Tauber 型 定理 ， 我 们 可 以 来 证 明 素 数 定理 
与 另外 一 些 命题 等 价 ， 而 这 些 命题 有 可 能 利用 其 它 的 方法 较 


容易 地 被 证 明 . 

由 $1 中 定理 1 及 定理 2 可 证 明 

定理 1 素数 定理 
DD yy 四 ~a +0) 
和 命题 
(2) Pio) = dus (w+co) 
到 
(3) ho) = yD du o>+o0) 
均等 价 , 此 外 , 有 
(4) gz)— DD A)InT, 
(5) 和 一 避 -Am). 


证 明 留 给 读者 。 (多 式 和 (5) 式 要 利用 Abel 恒等式 (第 
. 336 。 


三 章 8 1(2) 式 ). 
由 $2 定理 1 及 其 附注 2 可 立即 推出 ， 
定理 2* 素数 定理 ( 即 (1) 式 ) 和 命题 

(6) 之 A ee~ 二 (v2—>1_) 


等 价 . 
要 从 $4 定理 1 推出 素数 定理 的 等 价 命 题 并 不 是 明显 

的 , 因为 这 里 需要 验证 条 件 §4(1) 和 § 4(2), 这 就 需要 用 到 

函数 的 性 质 ， 现 在 仅 写 出 下 面 结论 , 证 明 见 第 十 章 $1. 
定理 3* 素数 定理 ( 即 ( 卫 式 ) 和 命 是 

0) joie“per)) do (vy->0;) 


等 价 . | 

从 素数 定理 成 立 推出 (7) 式 成 立 是 简单 的 , 请 读者 自己 证 
明 ， 而 另 一 方面 , 如 果 验 证 了 相应 的 条 件 $4(1) 和 $4(2) 成 
立 , 则 就 立即 推出 了 素数 定理 . 


第 九 章 习题 
1. 设 Cw) 在任 一 有 限 区 间 [0, x] 上 可 积 ， 且 存在 积分 
TD= {fera (vy>0). 
车 当 w>+ 时 , foO=o ( 记 )， 且 lm)=s, 则 Fwydu= 
s. [提示 : 考虑 差 
of Cau— | flue du= | “(1 eo)f uau 
— {feva, 


分 别 估 计 最 后 的 两 个 积分 .] 
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~ 


- 落 qn 二 0 (二) lim os 由 San =s. 


TF1- n= 


， 试 证明 § 3 的 附注 3. 
. 庙宇 0, F(X) = > Cam 


工 、 二 
《 工 一 他 7 » T 1. 证 明 们 an 3 


> 十 [提示 : 讨论 有 i(z) 一 flu)dw 应 用 82 定 理 1，] 


， 设 Qn 之 0, F(z) 同上 题 定义 , 当 x 一 1_ 时 ,了 (x)~(1 一 2)*, a>1. 试 


证 明 字 an~N*/T(a+1) 《N> 十 oo).[ 提 示 : 讨论 
fai = Frey )s sd. 


证 明 当 wz >1 时 ,fo1Cz)~ 了 anni zr~《Tla)(1 一 z))-+， 再 利 
用 582 定理 1. ] 


， 试 证 明 $5 定理 i. 
， 试 证 明 85 定 理 2. 
. Korevaar™ 证 明了 下 面 的 Tauber 型 定理 ， 并 由 此 给 出 了 素数 定 


理 的 一 个 简单 证 明 .。 设 (x) 为 实 值 函 数 且 满 足 条 件 :(&) 当 x 之 ] 
时 , zf(Y) 妇 1;(b) 在 半 平 面 Re s>0 内 的 解析 涵 数 


Fsy) = | fC) Qs 
可 解析 开拓 到 Re s>0( 即 在 直线 Re s=0 的 每 一 点 上 均 解 析 )， 则 
积分 | fCz)aw 收敛 , 且 等 于 FC0)，[ 提 示 : 对 任意 的 g> 二 Fy(3) 


= 站 f(r dz 是 整 了 本数, 问题 变 为 证 明 lim Fuv(0) 二 (0)， 按 下 


述 步 骤 来 证 明 : (a) 对 每 个 R>0, 必 有 ==h(R)>0, 使 了 (sy) 在 区 
域 |t| 志 RB, o> 一 h 上 解析 . (b) 以 0 表示 由 直线 a= 一 和 辆 弧 
|s| 二 ER, co 之 一 h 组 成 的 正 向 围 道 , 则 有 

>)as. 


PC0) PC0) = | TFs) -FCs))y (1+ 


” 见 D. 2agier: 素数 定理 的 一 个 简单 证 明 ，< 数 学 译 补 3 第 1 郑 (1982)， 


259 必 362。 
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(ey) 设 Ca 为 半圆 |s| 二 RR, cc>0; Cs 为 半圆 1s| 二 RR, oc 所 0; 0s= 
Cai 十 Ca 十 03s，Cal 是 贺 弧 1s| 二 R, t<0, 0>a> 一 bp 0so 是 直线 
0 二 一刀，|s| 志 瑟 ,， Ca 是 圆 弧 1s| = 一 忆 ,0， 一 总 <o<0 试 证 明 


F,(0) 一 PO0) = CFs) — FOS) 一 as 


+ 人 FP,(s)y BR 了 过 ds 一己 
二 厂 十 12 十 a; 
《d) 证 明 Ti< 工 ， < 瑟 ;(8) 考 虑 Pa 一 5 (人 + )， 试 


证 明 ; 对 固定 的 五 , 当 /0 时 , Tai 一 0，Fas 一 0, 以 及 对 固定 的 五 与 
有 当 yy 十 时 ,7 一 0 这 里 的 积分 国道 都 取 正 向 ]. 


， 试 证 明 积分 | -sz 一生 dx 收敛 , 且 等 于 一 Y 一 二 [提示 ， 在 上 是 


| pow Re ds 


中 取 J《z)= -各 (W(w) 一 z), 利 用 第 八 章 中 有 关 5(s) 的 性 质 验 证 
上 题 条 件 满足 ]， 由 此 及 第 二 章 第 53 题 就 证 明了 素数 定理 . 


es 人 39 。 


第 十 章 
第 四 个 证 明 


$1 第 四 个 证 明 


先 证 明 一 个 关系 式 ; 
定理 1 
€'(s) -1 
(1) 到 -| (rds, o>l. 


证 在 第 三 章 $1(2) 式 中 取 am 一 A(m)， 2) 一 ww 以 
及 zy 一 1， 得 到 
| > (rm 一 bots | hue du. 


当 5C> 工 时 ,利用 册 (z) 冬 z 及 第 八 章 $1(7) 式 , 令 z-> 十 co, 从 
上 式 即 得 (1) 式 . 了 


由 (DD 式 容易 推出 ， 
_ c's) 加 3 oo | 一 3 一 工 他 
Go 一 各 -二 s | op) -ods, o>1. 
利用 (2) 式 可 以 证 明 ， 
定理 2 若 素 数 定理 小 (z)~~w 成 立 , 则 
Co), 1 
(3) 一 Eco) 本 ， o—>1,. 


证 ”由 于 素数 定理 成 立 ， 所 以 对 任 给 的 s>0， 必 有 wo= 
xzo(s), 使 当 ww 之 wo 时 ,有 
| (0) ol <en. 
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由 此 及 内 (zw) <%, 得 

je (boy — wo) dv | 汪 orcdz 十 ef vw-° dw 
voit 
C 一 圭 ” 


对 固定 的 s 和 zo, 由 上 式 及 (2) 式 (s 一 o) 可 得 
lm (oa—1) | 一 5 《24 -二 <e 


<<ln wote o>1. 


Lo) 
由 于 s 的 任意 性 , 由 此 推出 
lm Co-—1) |- 9 -| -0, 


这 就 证 明了 式 (3). 1】 

值得 指出 的 是 ， 上 面 证 明 的 两 个 定理 仅 和 《(s) 在 半 平 面 
o>1 上 的 原始 定义 有 关 ， 不 需要 LCs) 的 解析 开拓 和 任何 其 
它 性 质 ， 但 另 一 方面 , 当 把 5(s) 解 析 开 拓 到 半 平 面 oc 之 0 ( 见 
第 八 章 82 定 理 妃 时，(3) 式 就 是 已 经 证 明 的 第 八 章 8 2(10) 
式 的 显然 推论 . 

从 (3) 式 当然 不 能 直接 推出 素数 定理 , 而 仅 能 得 到 


(4) [2 mm 一 二 To 
作 变 换 一 o% 并 令 o 一 1+y, 上 式 就 变 为 
() (Celeble)) mu, or>0+ 


但 是 , 对 于 特殊 的 函数 上 (2), 我 们 能 否 从 ( 少 式 (或 (5) 式 ) 扒 
出 素数 定理 (第 九 章 $ 5 定理 3) 呢 ? 这 就 是 第 9 章 $4 定 理 1 
回答 的 问题 ， 这 时 要 取 f(w) 一 由 (e”), 而 我 们 需要 做 的 事情 是 
验证 相应 的 条 件 ( 第 九 章 $84 中 (及 (2) 式 ) 是 否 满 足 而 这 
仅 需 用 到 已 经 证 明 的 《(s) 的 很 少 的 性 质 -一 一 第 八 章 中 $ 2 定 
理 1 及 $3 定理 1( 即 《C(I+ 久 ) 关 0)， 这 就 是 素数 定理 的 第 氏 
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个 证 明 . 
案 数 定理 的 第 四 个 证 明 在 第 九 章 $4 定 理工 中 取 fw) 
一 消 (e)， 4(O 显 然 是 非 负 递增 的 ， 当 o> 之 1 时 , 由 式 ( 了 D 得 


P= | ep) du io Ye) az 一 全 全 


因而 条 件 (第 九 间 $ 4( 了 ) 式 ) 满 足 . 由 第 八 章 中 82 定 理工 8 3 
定理 工 及 第 八 章 $ 2(t0) 式 容易 看 出 函数 


_ IT _ 工 (ks) 1 2 _1i 
Fls) s—1 (+ I) 8 


在 半 平 面 o 之 1 的 每 一 点 上 都 是 解析 的 ， 因而 条 件 第 九 章 
§ 4(2) 式 (ag 一 1) 亦 成 立 ， 这 样 , 就 得 到 

lim e “w(e") 一 也 
这 就 证 明了 素数 定理 .于 
”附注 当 式 (本 成 立时 ,第 九 章 § 4(2) 式 所 给 出 的 条 件 中 
的 常数 < 必 等 于 


3 2 素数 定理 成 立 的 必要 条 件 
定理 1 车 素数 定理 成 立 , 则 必 有 


(DD) L(+it) 0 -co<t 一 二 ceo 
证 由 $1(DD 式 及 
”ou 1 
(2) 1 siI’ o> 
可 得 
(3) 5 sD gy ol 


C(s) s—1 1 U1 
假设 $0 一 1 十 是 56(9) 的 2 级 零点 , mm 庆 1. 因为 s 一 1 是 5(s) 
的 极点 ,所 以 如 关 0。 显 然 有 
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(4) lim To 1) =- TD 


在 (8) 式 中 取 s=c 十 启 ，G>d 得 


C’(o-+ito) C 十 zto 
® Dl-D 


十 [c+itol (o—1) | dw. 


设 


(6) (2) = max 


VW 一 2 | 
w 


"(wz) 是 递减 函数 , 且 若 素数 定理 成 立 , 则 有 
(7) (2)—>0,， 2 一 > 十 ceo， 

对 任意 固定 的 正 数 4> 二 由 (5) 式 可 得 ; 当 o>>1 时 ， 有 
(8) 


L' (go 二 0o) 
Co+ito) Co—1) 


oito 
~ ] (oC—1)++io 


二 +|o+iéto|(s—1)7(C4) [We 
< D+CotliD)o—D| EY aw 


(o—1)+|o+itol (oD H+ du 


obra), 
这 里 用 到 了 如 天 0， 对 固定 的 4, 令 ca 一 4 可 得 


i |& (Go) 加 
(9) mn | |e 1)<(1+ |to|)7(4). 
由 于 4 的 任意 性 , 令 4 一 十 co， 由 (0 站) 式 可 知 当 素数 定理 成 
立时 ， 上 式 左 端的 上 极限 为 零 , 这 同 (4) 式 矛盾 。 这 就 证 明了 
定理 . ]】 


lim 
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式 山 实际 上 是 在 第 八 章 8 3 定理 工 中 已 经 证 明 的 结论 . 
因此 ， 任何 一 个 不 用 第 八 章 $ 8 定理 + 而 给 出 的 素数 定理 的 
证 明 , 也 就 是 给 出 了 第 八 章 $3 定理 1 的 又 一 个 证 明 . 

由 上 一 节 给 出 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 为 了 能 应 用 Tauber 
型 定理 (第 九 章 $ 4 定理 1), 在 对 条 件 进 行 的 验证 中 , 除了 用 
到 了 “54s) 的 解析 开拓 外 , 关键 的 一 点 是 《人 十 多 到 0， 即 第 八 
章 83 定理 4 因此， 我 们 可 以 说 素数 定理 实质 上 等 价 于 
(十 站) 寺 0. 


第 士 章 习 题 
1. 试 证 明 第 四 个 证 明 中 的 附注 , 
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第 五 个 证 明 


虽然 第 四 个 证 明 只 用 到 了 《 函数 的 很 少 ( 实 质 上 可 以 说 
是 最 少 ) 的 性 质 , 但 是 所 应 用 的 Tauber 型 定理 (第 九 章 $4 定 
理 1) 却 是 很 深刻 的 , 证 明 是 很 困难 的 ， 本 章 将 用 很 弱 的 
Tauber 浏 定理 一 一 第 九 章 $ 1 中 的 定理 芋 与 定理 2 来 证 明 
素数 定理 , 但 这 需要 用 到 < 函数 的 更 多 的 函数 论 性 质 ， 为 此 ， 
我 们 首先 要 建立 5 务 数 和 由 (zw) 的 某 种 加 权 和 之 间 的 关系 式 ， 
但 这 里 的 关系 式 和 第 十 章 §1 中 定理 1 所 建立 的 关系 式 不 
间 ， 是 用 & 函数 来 表 出 由 (2) 的 某 种 加 权 和 ( 见 第 九 章 55 定 
理 1)。 此 外 , 我们 还 要 利用 Fourier 变换 的 基本 性 质 来 给 出 
素数 定理 的 余 项 估计 . 


$1 两 个 复 变 积分 


为 了 得 到 所 述 的 关系 式 ， 先 要 利用 留 数理 论 来 计算 两 个 
复 变 积 分 . i 
引 理 1 设 o>0， 整数 二 1， 我 们 有 


(1) 
了 | {7 | 
MTom SS ， 0 一 y< 圭 
其 中 


sa 全 35 。 


(2) 网 
是 在 直线 oc=a 上 的 复 变 积分 . 

证 设 驴 为 充分 大 的 正 数 , O(BR) 表 示 以 原点 为 心 , 半 
径 为 BE 的 癌 ， 以 07(R) 表 示 此 圆 在 直线 oo=6 左边 的 强 
O-(R) 表 示 右 边 的 弧 ， 以 Ti 表 直 线 oo 一 wm 和 0*(BR) 组 成 的 
正 向 围 道 ; 了 表 直 线 og 和 CO (已 ) 组 成 的 正 向 围 道 . 

” 先 来 证 明 yz 的 情形 。s=0 是 函数 s*w 的 唯一 极 
点 ,在 围 道 全 内 . 由 于 


一 pliY ry SC ln"y 
(3) yf = OY 1+ s", 
所 以 留 数 为 让 ny 
因而 , 由 留 数 定理 知 

1 1 | 
此 外 ,还 有 
(5) 


_. 1 2 
| i ds| <2m Ry sti 一 2 一 0 (R—00) 


由 以 上 两 式 就 证 明了 (1) 式 当 9y 兰 时 成 立 . 
当 0<y<<1 时 ,由 


_1 Yo 
(6) pT | ds—0 
及 
0 ] ro 
(7) | Se ds |< BR* 0 (B82>°%) 


亦 推出 (了 D 式 成 立 ，】 
对 b=0, 可 以 证 明 ， 设 6 二 0, 我 们 有 
~ 236 ， 


(8) 


1, y>1; | . 
1 ov 1 ， 
于 |， 和 全 一 | 并 积 分 取 主 信 ); 
0, 0<y<1., 
它 的 证 明 较 复杂 一 些 , 本 书 也 不 需要 ， 可 参看 Kapany6a [了 第 
四 章 (2) 式 . : 


引 理 多 设 c>0, 整 狼 5PT 我 们 有 
1 1 \r 
PR ，w>d 
0, 0<~y<1. 

证 证 明和 引 理 1 相同 ， 仍 用 引 理 1 证 明 中 的 曾 道 , 并 
假定 有 28, 被 积 函 数 的 极点 为 

0， 一 工 ， 一 2， ”3 —E, 

均 在 围 道 Ti 内 。 由 (3) 式 可 得 

ye (Lt > 2 (s+ ),y>0 
所 以 在 s 一 一 了 处 的 留 数 为 

人 计 一 0 1, 2, .bh 

: 人 
因而 由 留 数 定理 得 
(10) 


1 2 ds= 
Qe J oy 8(S+1).… (s+ Ek) 


1 y J < GD ) 坪 
Dro r, sts+1).-.Cs+h) 3 kl \j/y 


-让 人- 了 ) . 


而 当 y 宇 1，R 之 28 时 ， 
。337 ， 


(11) 
‘< Ry 
人 一 1)* (BR— 万 ) 


人 
or(B) SCs+1)-..…(s+%) 


28+27r014 
ER* 


由 此 及 (10) 式 就 证 明了 当 yl 时 (9) 式 成 立 : 


-> 0, 忆 一 co. 


当 0<y< 工 时 , 由 
4 of 
(12) Qors rn, CTI Thy os 一 0 
及 . 
z i | Ty > 一 > co 
(18) fo s(s+1):.:(s+E) ds 于 影 0, 


即 推 得 (9) 式 成 立 ，】 


$2 两 个 关系 式 


要 把 函数 沙 (z) 本 身 用 5 函数 来 表 出 ， 需要 利用 积分 8 2 
(8) 式 , 这 就 是 熟知 的 Perron 公式 。 但 是 证 明 比 较 困难 ， 这 
一 公式 的 应 用 也 较 困 难 ， 这 里 就 不 讨论 了 (参看 闵 珊 稚 [ 刁 第 
二 篇 第 一 章 § 4). 这 一 节 里 , 我 们 利用 上 节 的 引 理工 及 引 理 2 
来 得 到 wa(z) 和 加 (2z)〔( 兄 第 妃 章 8 5(2) 式 和 (3) 式 ) 的 表达 
式 , 这 种 表达 式 易 于 用 复 变 函数 论 的 方法 处 理 . 

下 面 先 证 明 一 个 关于 交换 求 和 号 与 积分 号 的 引 理 . 

引 理 1 设 人 "(是 定义 在 整个 数 轴 上 的 非 负 画 数列 , 有 
对 任意 实数 w 2 有 


(1) |.3 pa fu) du = pa flu) us. 
则 有 
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(2) [WAL AL 


即 (2) 式 两 边 要 么 同时 发 散 ; 要 么 同时 收敛 ， 
.证 显然 ,上 只要 证 明 (2) 式 有 一 端 收敛 , 则 另 一 端 也 收敛 ， 
且 两 边 相 等 .首先 设 右 端的 级 数 收敛 , 即 


(3) S| fda 4. 
由 于 记 () 之 0, 故 对 任意 的 a<6, 由 (了 及 (8) 式 得 
(9) [WB fa 


> fu) du—A. 
因而 (2) 式 左 端的 无 穷 积 分 收敛 , 设 其 值 为 B， 
® 3- BA 
但 另 一 方面 ,对 任意 的 正 整数 ,有 ， 
(6) 衬 | AL DAL 
最 后 一 步 用 到 了 (只 之 0， 令 Neo, 即 得 
(7) 四 A<B. 
这 就 证 明了 当 (2) 式 右 端 收敛 时 ， 左 端 也 收敛 , 且 两 值 相等 . 反 
过 来 , 若 设 左 端的 积分 收敛 ,其 值 为 B， 上 册 (6) 式 就 推出 右 端 
的 级 数 收敛 ,- 设 其 值 为 4， 则 有 (7) 式 成 立 ， 而 由 (四 式 ( 令 
a> 一 oo, 5->+ co) 就 得 (6) 式 , 因此 亦 有 4=B. 了 
由 引 理 1 可 得 ， z 
推论 1 设 f() 是 定义 在 整个 数 轴 上 的 非 负 连续 函数 
列 , 且 对 任意 实数 4 二 5, 级 数 : 
。239 。 


(8) pA 


在 区 间 [c， 6] 上 一 致 收敛 , 则 必 有 (2) 式 成 立 . 

推论 2 设 廊 (O 是 定义 在 整个 数 轴 上 的 可 取 复 值 的 连 
续 函 数 , 且 对 任意 实数 <5<<2， 级 数 (8) 在 区 间 [w 8] 上 绝对 一 
致 收 伺 , 则 当 


(9) [BIW lu<+o 
或 
(10) BS lf | ov 一 十 co 


成 立时 , 必 有 (2) 式 成 立 , 且 两 端 均 收敛 . 
证 我 们 只 要 讨论 f, (2 取 实 值 的 情形 。 当 所 (ww) 取 复 
值 时 , 要 分 开 实 部 和 虚 部 来 讨论 。 当 f。(w) 取 实 值 时 ， 显然 有 


(11) DADIESAGh AD 
因此 , 函数 列 | 刻 (9 | 十 fw) 满足 推论 1 的 条 件 , 故 有 
(12) | BF) 1+ 00)) mu 


A EA 

由 (1 了 式 结合 条 件 (9) 或 (10), 均 可 推出 上 式 两 端 均 收敛 ， 此 
外 , 对 函数 列 jfue) ] 应 用 推论 二 即 得 
G3) Wl fl 
由 以 上 两 式 相 减 , 即 得 所 要 的 结果 ，3 

这 里 证 明 的 交换 求 和 号 与 积分 号 的 结果 是 十 分 有 用 
的 

定理 1 设 4w>1, z>2， 我们 有 

240 。- 


CS) 2 
(14) 91%) 一 2 pe »(- (Cs) ) 握 
这 里 pi(z) 是 由 第 9 章 35(2) 式 定义 的 函数 . 
证 在 $1( 了 DD 式 (% 一 1) 中 令 y 一 一， 且 在 两 端 乘 以 4 
可 得 


45) 人 人 各- 7” , nee 


dad jo mW 8? , n> 
由 此 及 第 九 章 5(4) 式 就 得 到 
s(n) 
(16) 或 5 阅 详 翌 |。 ns -一 02 
人 


1 [{™ /1 (Cn) ot 村 | 
二 之 _ Nt 于 


而 当 a 之 1 时 ,有 
1 < A A (n) tt 


2% #1 ne (o 机 


< 4m) 
2r pp 下 二 
Ap 
气色 124 
故 由 推论 2 知 ， 可 分 号 与 求 和 号 可 以 交换 , 得 
oo Ce A Lon) t+ 斌 
pa ra 


1 (®t ey An) 
-| (g++ot)’ p23 mt ds 


-志和 
Qari Jo) 4&(S) / 8S3 

最 后 一 步 用 到 了 第 八 章 $1(17) 式 ， 这 就 证 明了 (14) 式 ， 
ea 41:。 


at 


ds, 


定理 2 没 0 2>2， 我 们 有 


Qn) 内 OO=- 二 | (- $Y ) Ts ds, 

其 中 灿 () 由 第 九 章 $5(3) 式 给 出 . 
证 在 $1(9) 式 (= 蕊 中 令 y=- 二 ， 且 在 两 端 乘 以 

2A(n), 可 得 

1 An) 2 ds 


\18) Bnijo rn sls+1) 
-fA ne 
加 0, n>w%, 
由 此 及 第 九 章 85(5) 式 得 


] = ACn) zt1 | 
(19) 3 癌 (gq) S(S 十 十 ) 人 一 内 人。 


因 4 之 1， 故 由 推论 2 知 ， 上 式 去 端的 求 和 导 与 积分 导 可 交换 
( 同 定理 工 中 一 样 证 明 ), 再 利用 第 八 章 $ 1(17) 式 就 得 到 (17) 
式 . 】 


S3 Fourier 变换 
设 (wz) 是 定义 在 整个 数 轴 上 的 实 的 绝对 Riemann 可 积 
应 数 , 即 
(1D) 全 |f (2) 1ax< 十 co. 
我 们 把 函数 和 
工 1 wt oo oo 
®) Fo- fm (-co<o<co)， 


称 为 f(z) 的 Fourier 变换 ， 关 于 它 的 基本 知识 可 参看 【 微 】 
。， 243 。 


或 [ 数 】, 这 里 讨论 的 是 复数 形式 的 Fourier 变换 , 应 用 起 来 是 
比较 方便 的 。 本 节 将 列 出 它 的 基本 性 质 (在 第 十 三 章 将 进 一 
步 讨论 Lebesque 可 积 函数 的 Fourier 变换 ). 在 第 五 个 证 
明 中 仅 需 要 下 面 的 引 理 和 引 理 2 引 理 3 和 引 理 4 将 在 第 
六 个 证 明 中 用 到 . 

引 理 1 f(z) 是 区 间 ( 一 oo， + cc) 上 的 连续 函数 ， 县 
(3) lim f (2) = lim f(g) =0. . + 

证 明 见 [ 微 ]， 第 691 堵 软 ， 或 [ 数 ] 第 四 篇 第 六 章 $3， 二 和 
$ 11, 二 ， 利 用 分 部 积分 由 引 理 1 立即 推出 ， 

引 理 2 设 f(%) 有 mw 阶 导 数 ,f"(%) 在 区 间 (一 20, 十 co) 
上 绝对 可 积 , 且 


人 lim Foo) = lm fH) =0 (0 ee ml) 
则 有 | 
(5) f(D) =ollz|™") (一 士 co). 
证 明 留 给 读者 ，( 也 可 参看 [ 微 ] 第 691 款 ). 
引 理 3 对 任意 正 数 4, 我 人 有 ， 
(6) 5 - 疡 -| ， f(s)e "do 
-4D 40 二 } 各 如 权 


证 由 (2) 式 知 ,上 式 左 庙 等 于 


1 
“2 


-2 de (Cfo08ks (uo)) a 一 


0) So] ee fede 


* 243 . 


-二 人 ds 让 fv+u)oos(wu) a 

-二 | az {fot + wD}oon(m) de. 
由 【 微 } 第 和 2 款 定理 TV* 或 [ 数 ] 第 四 篇 第 六 章 § 1 的 (本 式 
知 , 对 任意 B>0 可 交换 积分 号 , 得 到 
(Bf a / {ft + Yooso) dy 

= fo{f C040) + CoD} df cos(mo) do 


AC 下 天 权 


由 条 件 《1) 知 ,有 端的 积分 当 B 一 十 cco 时 存在 ， 而 在 区 间 0 专 
z< 4 上 , 当 B-> 十 co 时 ， 


| {f+ + f(v 0)} eos Cou) du 

一 致 趋 于 | {了 (eto) + 一) Yoos Gow) on 
因此 对 (8) 式 两 端 取 极限 ， 左 端的 极限 号 可 移 过 积分 号 , 这 就 
证 明了 (外 式 ，]】 

引 理 4 如 果 f(z) 在 (一 oo, 十 oo0) 内 连续 , 且 在 任 一 有 
限 区 间 内 是 有 界 变 差 的 ” 则 有 
(9) 

1 


]i 4 f 一 4 
lim -| (Z)e “do 一 六 wo) 《一 ce<0 忆 十 ce)， 


进而 , 若 六 wo) 也 是 在 区 间 (- oo， 十 oo) 上 绝对 可 积 的 , 则 
* 有 界 变 差 苞 数 的 定义 及 狂 质 见 [ 实 变 335.2。 
- 244 。 


(10) we 其 joye-eegz=f(oy (一 co<o< 二 oo)， 


这 就 是 薪 名 的 Fourier 变换 的 反 转 公式 . 

这 是 Diriohlet~Jordan 判别 法 的 推论 .证 明 见 【 微 】 第 
687 款 的 最 后 一 段 ,或 【[ 数 第 四 篇 第 六 章 $ 坟 及 $5. 

现在 ,我 们 来 举 一 个 以 后 有 用 的 Fourier 变换 的 例子 , 它 
就 是 在 第 九 章 § 3(4) 式 中 引进 的 函数 雄 (w) 和 第 九 章 & 4(5) 
式 中 引进 的 函数 (wz). 设 入 >>0。 定 义 


_ |%| 
(11) bo) | -gx |7|<2%, 
0, |z| 二 2%. 
显然 , (2) 是 (一 co 十 oo) 上 的 非 负 过 续 ,， 有 界 变 差 , 绝对 可 
积 的 函数 、 它 的 Fourier 变换 为 


(12) PN -7 em (1— Lut) J 
一 -总 | (1 一 ) (ou) Au 


/2 2 (3 72) 


显然 ,不 (四 在 (二 co， co) 上 绝对 可 积 , 非 负 连 续 , 以 及 在 任 
一 有 限 区 间 上 有 界 变 差 ， 放 由 引 理 4 知 


(18) hv) -~ 地 =| 。 give (V2*( 骂 sina) 


(一 co0<<v 过 十 co)， 
此 外 ; 由 直接 计算 积分 可 得 


4) AC NE 


gin)? 
(15) -总 | 有 Cao- 5 d% 
1 ” Cos(2N%) jp 
2 


~ DN 
_1i 1 gin Cah) J 


=- 二 | Sinw 


最 后 一 个 积分 已 在 第 九 章 $3 的 ( 想 式 中 出 现 过 了 . 


$4 第 五 个 证 上 明 


由 第 九 之 41 的 Tauber 型 定理 1 已 经 推出 素数 定理 等 
价 于 px(%) 一 zw( 见 第 九 章 §5 定理 示 .第 五 个 证 明 就 是 利用 
$2 中 的 p1(%) 的 表达 式 (2) 和 《5(s) 的 性 质 来 证 明 这 一 点 ， 同 
样 ,由 第 九 章 $1 定理 2 证 明了 素数 定理 等 价 于 1(%) 一 w?/2 
( 亦 见 第 九 章 $5 定理 I)， 用 完全 一 样 的 方法 ， 可 以 利用 $2 
中 的 灿 (%) 的 表达 式 (17) 和 《4(s) 的 性 质 来 证 明 这 一 点 。 后 一 
途径 的 详细 论证 留 给 读者 (可 参看 Apostol[1], 第 十 三 章 ). 

素数 定理 的 第 五 个 证 明 类 似 于 § 2(14) 式 , 容易 证 明 ， 
对 cc>> 工 有 
由 -去 Ca) 
最 后 一 步 用 到 了 第 二 章 $7(8) 式 ， 由 此 及 $2(1 多 式 得 
* 9406 1 


5G) < ds— Dm-2+O(ns), 


(2) po 一 “一 元 了 | ha(s) dhs, a>1, x>2, 


其 中 jy- 部 (9) + £08), 


即 第 八 章 § 4 的 (22) 式 中 定义 的 函数 .那里 已 经 证 明 jal) 
在 半 平 面 co 之 1 的 每 一 点 上 解析 ， 且 有 第 八 章 $4 中 的 估计 
式 (2 人 成立, 因此 ，(2) 式 右边 的 积分 当 I<a<2 时 是 绝对 一 
致 收敛 的 .所 以 由 (2) 式 得 到 


(83) pi(%)— ea hs) ds 


—w {1™” 本 Pi (十 他) 

Bs) ( 工 十 2) a 

一 儿 er 隐 AI 十 二) 

- 吝 广 TF 
如 果 我 们 仅 利用 第 八 章 $4 中 %=0 时 的 估计 式 《24), 则 

由 $8385 引 理 1 和 以 上 的 (3) 式 ,立即 推出 
(4) it) =w+o(8) (vw->+ 00). 
由 此 及 第 九 章 $5 定理 1 就 证 明了 素数 定理 ， | 


$5 余 项 估计 
定理 1 对 任意 正 数 B, 有 
GD ya) -za+OteGna-， 
(2) (oO 一 Lir 二 O(c(nz) -2 ID. 


证 “利用 第 八 章 84 的 估计 式 (24) 对 任意 非 负 整数 到 成 
立 ， 由 $4(3) 式 及 $8 引 理 2( 取 f(t) = (lt) (1 十 计 ) -2 
立即 推出 ; 对 任意 正 数 4 有 


(3) pi(2) =w+O(z(In wz) 一)， 
其 中 O 常数 仅 和 4 有 关 , 因为 这 时 容易 证 明 对 所 取 的 (4)， 
当 和 一 0, 1,，2, … 时 ,有 
f=OUt + nt + ). 
设 z <6<0, 由 第 九 章 和 6503) 式 及 以 上 的 (3) 式 得 


Pio+80) 一 pi(o) | OY du> Ts bo), 


pi(z2 十 32) — p18) EO) (vw - 6%) spc +62% ln 2 

px(z-+5o) 一 mt(o) 一 5 十 O(z(ln 2)-4). 
取 4=28++2, 6 一 (1nz) ”?,，w 充分 大 , 这 样 由 以 上 三 式 即 
得 (1) 式 ,因而 (2) 式 也 成 立 ，】 

这 样 ， 我 们 用 初等 函数 论 方法 证 明了 和 第 三 个 证 明 记 得 
到 的 同样 的 素数 定理 的 余 项 估计 . 


第 十 一 章 习 题 


1. 用 第 五 个 证 明 方法 来 证 明 灿 (z)~ 于 mm 由 此 推出 素数 定理 进而 
得 到 同 祥 的 余 项 估计 . 
2. 设 96) 一 让 于 各 dw pbz) 一 名 -19 du (p>2)， 试 证 明 : 


(a) 对 任意 给 定 的 整数 >>1 素数 定理 等 价 于 pe(z)~z;《b) 对 a>> 
i, 7Z>3 有 
wx) 一 下 之 4 二 一 二 (~ em k+l ds; 
(Ce) 对 任意 的 >2, 有 prCz)~z， 由 此 推出 素数 定 
3. 设 Co) 一 | GOaw 各 (Go 一 上 和 aa >3， 试 证 明 ; Ca) 对 


芒 给 定 的 整数 4> 卫 素数 定理 等 价 于 必 (O 一 二 os (b) 对 a> 


. 248 本 


1, £>2, 有 
Wi(D) = 习 4 办 


_ 工 atfes (- $C) tt ge 
Di ji Cl8) / stst+1)--(s th) 


(e) 对 任意 的 z>2 有 避 GD) 一 贡 史 由 此 推出 素数 定理 


有 49 . 


第 十 二 章 
六 个 证 明 


本 章 要 利用 Mellin 变换 及 荆 函数 的 性 质 , 给 出 一 个 用 
X 函数 来 表示 第 九 章 $ 5(6) 式 中 的 函数 习 4(m )w" 的 表达 


式 : 然后 , 利用 (9) 及 7) 的 性 质证 明 第 九 章 85 的 (6) 式 成 
立 . 这样, 由 Tauber 型 定理 第 九 章 52 定 理 1( 即 第 九 
章 85 定理 2) 就 证 明了 素数 定理 . 需要 指出 的 是 : 这 一 
Tauber 型 定理 的 证 明 比 第 九 章 $1 的 定理 1 和 定理 2 要 困 
难 ,但 比 第 九 章 $4 的 定理 1 要 容易 ， 因 而 , 相应 地 这 里 所 用 
到 的 《< 商 数 的 性 质 比 第 四 个 证 明 所 用 到 的 要 强 ， 而 比 第 五 个 
证 明 所 用 到 的 要 弱 . 


$1 Mellin 变换 


Mellin 变换 是 Fourier 变换 的 一 种 特殊 形式 ， 我们 来 
证 明 以 下 形式 的 结果 : 

引 理 工 设 g(o 是 定义 在 [0，+ce) 上 的 实 连续 函数 , 在 
任 -- 有 限 区 间 上 有 和 界 变 差 .车 积分 


GD Gs) -| org(o)az (soti) 
当 5 一 oo 时 绝对 收敛 , 则 当 s>0 时 ,有 
9。 


* 250 。 


进而 , 若 Gkoo 二 淘 是 (一 ce， 十 ce) 上 的 绝对 可 积 函数 , 则 
(3) g(z) -二 wo-'G(s)ds (ws>0). 
证 作 变 换 w= 式 (D (c=o0) 变 为 
Gl(oo 二 就 ) 一 | Geog (eo) du, 
现在 考虑 函数 f(w) 一 V2mewrgle*), 它 满足 第 九 章 § 4 的 引 


理 3 的 条 件 ,因而 当 一 ceo<w< 十 ce 时 ,有 
A/ Dr org (er) 


= 


1 . 所 , 
1 —#ut 
A/ 2 el a ， Gootit) ds, 
即 


( 中 1 1i OotiA -eg 
9 2 一 2or0 a je (8) gs, 


反 过 来 , 令 "一 ,由 此 即 得 ( 允 式 ， 而 (3) 式 是 (2) 式 在 所 说 条 
件 下 的 显然 推论 ，】 
特别 的 ,车 取 g(2) 一 6 则 Gl) 为 


(4) I'(s) 一 人 -torda, o>0., 
利用 分 部 积分 有 : 
(6) TO- | osrle-edo， o>0, 
(6) Ts) -二 人， o>0. 


所 以 , 对 任意 固定 的 oc 之 0, 积分 
| IT(etid I<+o0. 


因而 由 引 理 1 得 
。351 ， 


一 各 -一 1 一 和 0 
(7) 6 Ds jo? T(s)ds, 2>0, o>0. 


下 面 还 要 用 到 三 函数 的 下 述 性 质 ， 设 oi<o0s 是 任 给 的 
两 实数 , 当 ciso<as 时 ,一 致 地 有 
(8) T(o+it)=O(e™ tl ®), .ltl—>0, 
其 中 O 常数 和 col， os。 有关. 这 一 性 质 这 里 就 不 证 明了 . 可 
人 参看 【 函 1$ 4.42, 例题 4i), 或 [ 复 ] 第 六 章 $ 3470) 式 〈 对 两 边 
取 实 部 即 得 )， 


$2 第 六 个 证 明 


定理 1 设 4>>1,wz>>0, 有 


S -人 (CS 
山 名 A(n)e 2 | (- Cl 号 )T Cs) was. 


证 在 $1(D) 式 中 以 w/w 代 %w， 两 边 习 以 A(m) 后 求 和 ， 
得 到 


六 4 | TO 


nn 


由 第 十 一 章 $2 推论 2 知 , 上 式 右边 的 求 和 号 与 积分 号 当 g> 
1 时 可 以 交换 ,由 此 及 第 八 章 $1(17) 式 即 得 (了 D 式 . 】 

素数 定理 的 第 六 个 证 明 在 这 一 个 证 明 中 ， 我 们 只 需 用 
到 函数 的 如 下 两 个 性 质 : 


《Cs) 1 
e(8) ss—1 


" 252。 


在 半 平 面 co 之 1 的 每 一 点 上 解析 ; 存在 一 个 常数 一 喜 , 使 得 
对 oo 之 1 一致 地 有 


Rs) _ 0o1t| 
(2) > 0G) |i|>2. 


这 个 条 件 和 第 八 章 $4 中 的 估计 式 (31) 比较 起 来 是 十 分 弱 
的 .但 不 足 的 是 ,估计 式 (2) 还 没有 一 个 相应 的 简单 证 明 . 
由 留 数 定理 知 ; 对 o>>1, “>0 有 


& (s) s 1 |, 
2770 2 (- mY )T 82 一 im, Qo J oiT 
Ti 工 十 4 +t 
ze or? zf 一 名 + +| Ys +| i+ 六 +| | 和 


其 中 ys 表示 以 s= 工 为 圆心 .半径 为 8S>0( 充 分 小 ) 的 在 直线 
5 一 上 左边 的 半圆 . 由 $1 估计 式 (8), 及 (2) 式 得 


人 (- 站 (90o。 ds <e (~¥+0)7 人 去 一 0，2 一 >co。 


0—i7T 


同样 有 


全 (=- 5 (3 T (s)w ds—>0, 了 一 co 


工 二 多 C(s) 
_¢(s) __1 
由 于 &(s)  s—1 
在 8 一 1 解析 ,所 以 令 s 一 1 十 5ce， 瑟 二 <3<3n, 
6 (8) 了 
| (=- Tow de— 


3 
下 宛 

<| mrttecose CO <z| = —8sing CC 
要 


AS5Fr 


用 3 
=2%| odo | oo 
0 


5 
紫外, 由 (2) 式 与 $1 估计 式 (8) 知 ; 以 下 二 个 积分 总 对 收 
6 (8) g TS) 

1 (~ FS Fr (sw Gs, os: Fes J) SD ds, 

综合 以 上 讨论 即 得 
1 4 (s) 
(4) ot es }T ds— oo 
+ 名 | (~ ) To 


ty) 
v (+”“/ (+) AN 
了 人- 一作 于 码 + 的 


一 化 _ oo te itlnw TE 
+0 (三 让 二) +r 六 | fe 了 


这 里 
0, —6<t<5, 
7190-1 训 竺 的 )TQ+ 认 ， 其 它 
由 式 (2) 及 § 1 估计 式 (8) 知 


| GDIa<+co， 
所 以 由 第 十 一 章 &3 引 理工 知 


(5) [ford >0, o>+o0. 
由 ( 孔 ，( 匈 及 (加 式 即 推出 
(6) > A(n)e "sm, wm- > 二 oo, 


令 y=e 得 到 
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(四 翌 40pm~( 人 二 ~ yl 
由 此 及 第 九 章 $5 定 理 2 就 证 明了 素数 定理 ，] 


第 十 二 章 习 题 
按 以 下 步骤 证 明 素数 定理 : 


1. 设 =<> 工 证 明 lnz(s) -sy ds, 


mtr 、 a 1 
2. 设 oCs) 一 夏 友 7 矶 Ty oz。 证 明 它 是 半 平 面 o> 豆 内 的 解析 函 


数 ， 且 有 
Cw (3) 一 全 Ty mr) ln war., 


1 
-二 5D+ToC) -2 站 二 加 


以 $Cs) 表示 上 式 左边 , 证 明 除去 s 二 1 的 一 个 邻 域外 ,p(s) 在 半 
平面 o>1 上 有 界 . [提示 : 利用 第 八 章 54 的 (31) 式 (% 二 0) 太 
(33) 式 .] 


4. 设 go) = YR du, nz) =[ 2 Qu. 


证 明 当 o>1 时 ,有 
2 fps) do 
进而 利用 $13 引 理 1 证 明 : 对 c>>1,， 有 
MO) 一 -到 |， ze) 瑟 ds. 
5. 设 $s) = +w(s). 证 明 在 区 域 co 之 1，|s 一 41 之 1 上 由 (s) 有 
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界 ,而 当 c>1， s->1 时 ,小 (s) ln 


.由 此 推出 
TT : 
一 YY nz 人 ”由 代 十 镍 ) 
Po) 一 2 lnz I+ TT? at. 
6. 证 明 当 2* 一 十 co 时 ,及 (2)~%， [提示 : 用 第 十 一 章 83 引 理工 ] 
7. 证 明 当 zx 一 十 co 时 ,9(2) 一 2 wz)~v(1n w) 
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第 十 三 章 
L 空间 中 的 了 ourier 变换 


为 了 证 明 N. Wiener 的 一 般 形 式 的 Tauber 型 定理 , 需 
要 先 讨 论 空间 中 的 Fourier 变换 ， 这 就 是 本 章 的 内 容 . 本 
章 及 下 一 章 中 所 说 的 实 函 数 的 可 测 和 可 积 都 是 指 Lebesgue 
意义 的 可 测 和 可 积 . 为 了 讨论 上 空间 中 的 Fourier 变换 需 
要 用 许多 实 变 函 数论 的 结果 , 为 了 方便 起 见 , 在 用 到 时 ,我 们 
将 不 加 证 明 地 列 出 其 中 一 些 重要 的 结果 ， 其 证 明 可 在 【 实 】， 
【 实 变 】 或 人 函 】 中 找到 . 


Sl1 基本 性 质 


由 所 有 Lebesgue 积分 
| 7oan 

存在 的 实 函 数 f(z) 组 成 的 函数 空间 称 为 上 空间 . 

设 了 EL, 我 们 把 函数 
(1) _ 

f=) fe (— co<z<+o0), 

称 为 函数 了 的 Fourier 变换 。 由 和 于 Lebesgue 可 积 一 定 是 绝 
对 可 积 的 ,所 以 这 样 的 定义 是 有 意义 的 . 此 外 ,我 们 定义 子 的 
模 ‘ . | 
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(2) re OL 

定理 1 设 fEL, 则 了 是 (oo, 十 co) 上 的 有 界 的 一 致 
连续 函数 . 

证 对 一 ceo<z 一 十 co, 有 


-| NAOT 


(3) 
由 此 就 证 明了 有 界 性 。 对 任意 的 4 六 0, 及 w 有 
(4) | 

Po 由- 了 (ce) = -去 | Ce DFO A 
(5) z 
AD Ot | ONO 


(R_>+ oo). 
取 五 |h| 习 ,并 利用 不 等 式 
(6) jemi1l<lml<lal (BR<w<R) 


可 得 


| "Df du < Hur 


出 此 及 式 (4)、(5) 就 证 明了 一 致 连续 性 . 了 
引 理 1 设 g(%) 是 闭 区 间 [%, 6j 上 的 可 测 函 数 , 且 
[1g%) {MM, o<r<b. 
则 对 任 给 的 .3>0, 一 定 存 在 闭 区 间 [ec, 站 上 的 连续 函数 p(z)， 
使 得 gCo) p(w) 的 点 集 的 测度 <5, 且 
[|p(z) [MM, o<r<b. 
证 明 见 [ 实 ) 第 四 章 § 4 定理 4, 或 [ 实 变 ] 定 理 3.18 及 推 
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论 3.19. 
引 理 2 设 JEL, 则 


Him | 7 (th) _f(w |au=0. 

证 设 有 是正 整数 ， 
Po -| 

由 无 界 函 数 积分 定义 知 
lim [lf —frCw [cv 一 0. 


fC%), [|f (0) | <, 
0, |f (2)|>E. 


我 们 有 
[ft -fla {felt -fal lau 


+2| 0D) fr) [om 
现 设 |4| < 地, >1, 则 有 
| lfrCeth) -fr [du | —fr(u) [gu 


+3| | Po) laut2] | Fw [au. 


对 固定 的 上 和 已 ， 由 引 理 工 知 ， 对 任意 的 S>0 必 有 闭 区 间 
[一 2R, 2B] 上 的 连续 函数 p(o), 使 得 f(z) 关 9 (0) 的 点 集 的 
测度 过 3, 且 |p(a}|<h， 因 此 


| lft) — fx) [ou <| ,otth) —9(W | Gu 
十 | fx) 一 2 (CO) [7 -guth) | gx 
<| ,elth) 一 2C0D) [du+t 488. 


se 259 。 


[lf —fx, 2) | cx 一 8， 


,ela 人 MGOlau<a 
再 取 8 一 e/jo, 综合 以 上 各 式 得 
(ft) -fC la 
<| .loth) -pl laut10, 
由 于 9 是 闭 区 间 [ 一 3R 28o] 上 的 连续 函数 ,因而 
还 人 ft -F0110s, 


由 于 s 的 任意 性 , 这 就 证 明了 引 理 . 耻 
定理 2 设 EL, 则 
lim 7o) 一 0. 


证 设 “zx0, 我 们 有 
-jw -Be fd 
-TD 
由 此 及 式 (得 
2fm) = Bo EE) -fC an, 
21f(0) |< [| Fert) -fla 


由 此 及 引 理 2 即 证 得 定理 . 量 

最 后 , 顺便 指出 两 个 性 质 (读者 自己 证 明 )。 对 任意 实数 
%, EL, 设 了 F(z) 一 J (a+w), 则 有 
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(7) PF(w) eof)， 
即 fc+2) (显然 它 EL) 的 Fourier 变换 等 于 f(w) 的 
Fourier 变换 飞 以 ee. 

设 方 EL, f2EL,G=cirfi+cafa。 (ci 63 是 实数 ), 则 有 


(8) G=6e ft+ oafs, 
即 两 个 函数 的 线性 组 合 和 的 Fourier 变换 等 于 Fourier 变换 
的 线性 组 合 ， 


$2 反 转 公式 


在 一 般 情形 下 不 一 定 有 EL， 本 节 将 证 明 : 如 果子 ElL， 
则 就 有 反 转 公式 成 立 , 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 1 设 了 EL. 基于 El 则 等 式 
(1) f 0) = 3) "fy 
几乎 处 处 成 立 

为 了 证 明 这 一 定理 , 我们 先 要 引进 所 谓 积 分 的 Ces&ro 求 


和 的 概念 ， 并 证 明 一 些 引 理 . 
设 $(%) 在 任意 有 限 区 间 上 可 积 . 老 


0) -lim lim | (1 时 )s@w-4 
则 称 积分 
(8) 2656 


是 Qes&ro 可 求 和 到 4. 要 注意 的 是 这 里 并 不 要 求 积分 (3) 
存在 ”. 这 是 一 种 发 散 积分 (或 级 数 ) 的 求 和 方法 , 这 里 的 权 范 
请 总 者 自己 举例 说 明 : 积分 (3) 可 以 不 存在 ， 但 它 是 Ceslro 可 求 和 的 ， 
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数 就 是 第 九 章 4(5) 式 引进 的 函数 四 (oz). (2) 式 可 改 写 为 
(这 里 以 28 代 轧 ) 
(4) lim | hn(o) $0)ao—4. 
引 理 1 设 了 EL, fEL (mn 一 1, 2 …), 并 满足 
[fa(2) | 天王 人， 一 co<2<< 十 cc. 


么 ,车 几乎 处 处 有 
lim fs(o) —f(o), oo<w<too, 


风 im | fo) d= | fo) de 

这 就 是 熟知 的 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 证 明 见 【 实 ] 第 
六 章 $ 3 定理 或 { 函 ]$ 10.8 或 [ 实 变 ] 定 理 4.14. 

引 理 2 若 由 EL, 则 

lim | OPIOLLE | ~ $a. 
证 设 如 BR … 是 任 一 趋 于 十 oo 的 正 数列 定义- 
balo) = ba, bs), —o<w<+oo. 
显然 有 |$n(z)| 志 $B(z) 及 
lim $, (2) =$(%). 


这 样 , 由 引 理 1, 就 证 明了 这 引 理 . 】 

这 引 理 表明 , 若 $5EL, 则 积分 (3) 的 Oesiro 求 和 的 值 就 
等 于 这 积分 本 身 . 所 以 Ceséro 求 和 是 一 种 正规 的 (或 相 容 
的 ) 求 和 法 . 

一 般 说 来 , 当 了 EL 时 , f 不 一 定 属于 L， 所 以 (GD 式 右 端 
积分 不 一 定 存在 ， 那 么 这 一 积分 是 不 是 Oesiro 可 求 和 的 呢 ? 
我 们 将 证 明 几 乎 对 所 有 的 zs，(1) 式 右 端的 积分 是 Ces&ro 可 
求 和 的 , 且 其 值 即 为 f(x). 
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为 此 ,要 引进 Lebesegue 点 的 定义 ， 阔 
(3 iim ft -fo) |, 


风 称 z 为 函数 了 的 Lebesgue 点 关于 Lebeseue 点 有 以 下 
的 结果 . 

引 理 3 一 个 可 积 函 数 的 不 是 Lebesgue 点 的 集合 的 测 
度 等 于 零 . 

证 明 见 【 实 ] 第 九 章 $4 定理 5, 或 [ 实 变 ]§ 5.3”. 

我 们 还 需要 匈 知 的 Fubini 定理 . 

引 理 和 设 忆 (2z， 幼 是 定义 在 全 平面 上 的 实 函 数 ， 在 任 
一 有 界 抢 形 上 可 测 , 且 累 次 积分 


| 0] fr lay 
存在 , 则 二 重 积分 
| | FG, Wieoy 
存在 , 作为 y 的 函数 
(6) | Fe, waneL， 
以 及 有 


(7) [J Flw, yd dy 一 | az 人 三 (w, yady 


-| oy) Pe, az 


证 明 见 【 实 ] 第 十 二 章 §3~8 4， 或 【 实 变 】 和 定理 4.24， 
4.26. 


“) 该 书 第 185 页 的 最 后 一 式 的 极限 号 后 应 乘 因子 -1 
ae S03 。 


下 面 证 明 前 面 所 讲 的 结果 . 
引 理 5 设 了 EL, 则 对 几乎 所 有 的 z，(1D) 式 右 端 的 积分 
Ces&ro 可 求 和 到 fa) , 即 等 式 


(8) iim - 方 ~ hnCw) oe f (Ww) du— =f (2) 


Rao% A DE 


几乎 对 所 有 的 .z 成立. 

证 由 引 理 3 知 ,我 们 只 要 证 明 当 2 是 了 的 Lebesgue 把 
时 必 有 (8) 式 成 立 , 就 证 明了 本 引 理 . 

以 Sa(z) 记 上 式 左 端的 积分 。 由 8&1(D) 式 及 引 理 4 
知 


(9) Sa(w) -去 全 旋 (ee auf fv) ea 
- | do kal 


| fro— 2)f 2)Go 
-- 广 一 hr(o)f (v4+ od. 


最 后 一 步 用 到 了 第 九 章 $ 4(6) 式 。 进而 , 由 第 九 章 8 3(5) 式 
得 
(10) Sz(2) ~—f (2) 


- -全 和 t+ 四 -fa 


-人 -| 


{fi 十 Ta+ Ts 二 Ta+ Is}, 


-J 
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这 里 取 ap 1 一 有 R11 由 于 ww 是 Lebesgue 点 ， 及 
|x(w) |<Y 之 有 B, 放 由 (加) 式 得 
(11) zs | .fo 二 z) —f(z)|dv >0, R00, 
对 了 有 (注意 . 5= RR-1/3) 
G2) [zl< 吉 J G+9D -7(@W)| 加 
1 
< 
< 1 十 2 | 0, Ro0. 


| Foodo 上 -Lo fC 让 各 


同样 地 , 有 
(13) | 五 | —>0, 忆 一 eco， 
现 来 估计 I 设 由 (o) 一 |F(o+o) 一 了 (zw) | 由 于 ww 是 Lebes- 
gue 点 , 故 有 
(14) GO) 一 | $v) do(y), y—>0. 
这 样 ， 就 有 
(15) 
Ll< i | 上 人 dv mR zi 


由 6 一 R73 nm 一 BR-! 以 及 (14) 式 得 , 
2 =-o( 亏 )= o CRE), R—>o0, 


,+ D0) ldo). 


» 


Zw 一 oo 
7 o( 二 )-oGD)， RnR—> 
以 及 
» 0265. 


人 至 了 Qv 一 (| 5) 一 ~—o(=) -0(B), R— oo0, 


9 


因而 有 


(16) [Zs| 一 0， R—> oo0. 
同样 地 , 有 
(17) 7a| —0, R—o0. 


综合 估计 式 (11)，(12)，(18),(16) 及 (17), 由 (10) 式 得 到 
Sngo) —>f82), R— co。 
这 就 证 明了 本 引 理 .] 
定理 1 的 证 明 因为 feL， 故 由 引 理 2 ( 取 $() 一 
0 了 (ww) ) 知 


|e fu lm | he)o ef du 


由 此 及 下 理 5 就 证 明了 定理 1] 
由 定理 4 立刻 可 推出 空间 中 Fourier 变换 的 唯一 性 . 
定理 2 设 fEL, gEL. 车 f=9, 则 了 与 9 几乎 处 处 相 
等 . 
证 因 记 -9gEL, 及 由 81(8) 式 , 知 


-一 ~ 机 
了 一 9g= 了 -9=-0EL， 
故而 由 定理 工 立 即 推出 j 一 9 几乎 处 处 等 于 零 . 了 
$ 3 卷 积 及 其 Fourier 变换 
车 了 了 EL, gEL, 则 有 
| ow) If 0-9 Nam 
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<{ lgwW la/ Hf ds< + om. 
和 


(1) hw -- 记 | fe-Wg WW EL. 
我 们 把 函数 je) 称 为 了 与 9 的 卷 积 , 记 作 
(2) h=f*g. 

容易 证 明 卷 积 具 有 以 下 性 质 ， 
(3) frg—g*f 
(4) (cf)*9 一 elfxg) (e 实数 ); 
(B) (fitf2)*g9= fi*g.t+ fa*g; 

~ A 

(6) frg —f°9; 
(7) 打 * 中 到 1 天 .1 他 


性 质 (3)，(4)，(5) 是 显然 的 、 利用 82 引 理 和 立即 可 证 
明 性 质 (6) 和 (7): 


OPE CA 


-过 | g(ay| esf (wu— oy) A 


-| eg lay | of (0) do 


~ f(2)9(%), 

这 就 证 明了 性 质 (6). 性 质 (7) 的 证 明 留 给 读者 . 

利用 三 维 的 Fubini 定理 还 可 证 明 卷 积 满足 结合 律 ; 
(8) (f*g)*q—=f*(g*g). 
我 们 不 需要 这 一 性 质 , 这 里 就 不 证 明了 了. 

性 质 (6) 表 明 两 个 函数 的 卷 积 的 Fourier 变换 等 于 这 两 
个 函数 的 Fonrier 变换 的 乘积 . 
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S$ 4 Fourier 恋 换 空间 下 


函数 空间 己 是 由 所 有 的 Fourier 变 换 组 成 . 即 函 数 了 EF 
当 且 仅 当 存 在 了 EL 使 得 =f 了， 由 $1(7) 和 (8) 式 及 § 8(6) 
式 立即 推出 ， - 

[i 若 EF, g 为 实数 , 则 
(1) ei p (wv) EF, 

[和 知 Fi EEF, Fs EE, C01.0C2 为 实数 ， 则 
(2) Cd481 十 Ca8 2a EP, 

[iii] 车 Fj EF, 了 EEF, 则 
(3) FFaEF. 

下 面 讨论 这 样 的 问题 : 若 PEPF,， ,EF, 那么 了 /Fs 是 
否 一 定局 于 忆 呢 ? 这 里 ， 当 然 要 求 7 取 非 零 值 ， 但 即使 这 
样 ,一 般 说 来 也 是 不 成 立 的 ， 例如 取 一，， 由 51 定 更 2 
知 , 1 显然 不 属于 F， 但 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结论 . 

定理 1 设 了 EPF, 及 EF,P 不 取 零 值 , 且 存 在 R>0 使 

H(z)=0, |z|>2R, 
则 H/FEF. | 

为 此 , 先 要 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 设 f,EL(r=0, 1 2,…), 如果 对 任 给 的 s>0， 
必 有 No= woef(e), 使 对 任意 的 NNo 及 天 着 有 
| 
则 必 有 唯一 确定 (除去 一 零 测度 的 集合 外 ) 的 /EL, 使 

bm | -70 [du=0, 


N+K 


社 一 


us, 
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这 就 是 平均 收敛 定理 ， 证 明 见 【 函 13 12.5 或 [ 实 变 ] 定 理 


引 理 2 设 FEEF, FEP, 且 171 <1 则 


(4) TF 
县 
[Fl 

(5) z = 入 一 T+ |<1 

证 ”由 8 1(3) 式 知 , [Fs|<<|7sl 一 二 所 以 
(6) PF) 
由 性 质 (2)、(9) 及 $8 (6) 和 (7) 式 知 , Pi1( 一 了 Fs)"EP 及 
(7) LPC— Fo)"l<I Fi): | Fs,|". 
设 f,EL, 名 = Fi( 一 五)"， 我 们 有 
(8) / 


了 ee FPF 
及 (利用 (7) 式 ) 


(9) 有 


-党 AA z 
由于 | 小 < 世故 由 (9) 式 及 引 理工 知 存在 了 EL, 使 得 


lim = or 全 fw Jom 
一 -六 fw du, 
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由 此 及 (8) 式 ( 取 入 =0,， CE 

万 
-二 工 十 83” 

这 就 证 明了 (和 人身 式 ， 再 由 引 理 1 及 (7) 式 得 
| 于 大 -lf (ww Jo 
1 /| 
-到 


< lm TIAL< lm 匀 12al.1zs 
_ lz, 
工 一 | - 
这 就 证 明了 (号 式 . ]】 
为 了 证 明定 理工 还 需 用 到 我 们 普 多 次 用 过 的 一 对 函数 ， 
设 和 >0， 


eof QA 一 一- 


Go | 可 


_ zl ,, 

(10) hl) —{ 37 [| <2%, 
0, 12| 二 2>.. 

及 

(11) 和 (wo) 一 -V2 X (22 ) 


《 见 第 十 一 章 8 3 中 (11) 式 及 (12) x). 注意 到 f(z) 是 偶 函 
数 , 由 第 十 一 章 8 3 (18) 式 , 可 得 
(12) hb —hb,, 
即 Kf, 的 Fourier 变换 为 三. 
这 里 需要 直接 利用 的 是 ， 
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(13) 


1, |zl<%, 
Qo, 1) =2h(o) —b 0) = -lL, < sl <2%, 
0, [zl >>27X， 


这 是 一 个 榜 形 函数 、 利用 Fourier 变换 的 性 质 , 显然 有 
(14) 


A oF 和 2 ,/ cos 和 Mo 一 c0g2)z 
Go PW) —2h Cw) -Bb (9) = V2 (0 3 00529), 


入 202 
(15) &(c, X) =Qc 9. 
此 外 , 由 (18) 式 容易 看 出 
(16) 


N 
Q(z— (vo 3ne), 8) 
-人 2zo 一 Eu 和 2o 十 3Ns 十 8， 
0，w< 和 czo 一 28 或 X 宇 Xo 十 3Ng 十 28, 


定理 1 的 证 明 设 入 为 充分 大 的 自然 数 , 由 后 面 来 确 
定 。 取 8 二 48R/3W， 


(47) 2 一 一 2 及 二 TS3ne (m=0, 1, 1, N). 
这 样 ,显然 有 zo= 一 2B， ww 一 2R， 再 设 
(18) Q.(c) — Qo—w,, 8) Hs). 


由 瑟 (e) 一 0，|z|>>2 刀 ， 及 (6) 式 知 ( 注 意 ， 这 时 有 从 一 zo 十 
3ns) 
(19) H (2) = TQ), 
因而 有 : 
*) 注意 鲜 (w) 入 为 4 的 偶 函 数 。 
».271 ，: 


Ho) 总 QCz) 
《3201 Flw). -六 Fm) 


下 面 证 明 ， 只 要 入 取得 足够 大 ， 则 对 每 一 个 nC(0<n< 
N), 必 有 Qs/F EF， 这 就 证 明了 定理 . 我们 将 利用 引 理 2 米 
证 明 这 一 点 。 为 此 ,注意 到 当 |z 一 o| >2s 时 Qu(w) =0, 而 当 
|z 一 xz] 志 28 时 ,Q(z 一 oo，28) 一 二 所 以 总 有 


(21) 
Qn (Tm) QQ, (w) 
~ Fl Fr) + (FT)— - CPAAC Dn, 2e) 
1 Qn) 
EO) 1+ G. (2)’ 
其 中 
(22) 


Gh (0) 一 i pACy A Fz,)) QT — wn, 28). 
如 果 我 们 能 够 证 明 : 只 要 W 足够 大 ,就 必 有 


(23) Gl<1 (n=0, 1, 2, .…, N), 
则 由 引 理 2 立即 推出 ” 

Q(t) Qo) 
(24) T+ Et FY EEF. 


下 图 证 明 (23) 式 ; 设 
f=—F, (2) =Q(%, 28) 及 和 (cz) =Q(w— wn, 28), 
由 (15) 式 知 . 
(25) g(a) _ Ga, 2s), 
进而 由 Fourier 变换 的 定义 知 
(26) gn (2) 6 "gm) 一 eic 人 (2，28). 


由 (15) 式 ,83(6) 式 及 §1 (8) 式 ， 容易 推出 nc ， Gn "ER, 因此 , 引 理 2 
的 条 件 满足 。 


@- 27 。- 


这 样 ,了 (2o)Q(z 一 x。,26) 是 f+9, 的 Fourier 变换 , 了 (ww)Q(a 
一 zw 26) 是 了 (ww)g。 的 Fourier 变换 ， 因此， 由 模 的 定义 及 
(26) 式 可 得 

(27) 


1 
Gl = Ta 二- [fg — Pwn) gnl 


-TPT 5 .| fv) gu —v) dv 
-区 le 


— gn(W) 


etentu— Wf Ou wv, 25 00 


-TT | 去 | 
— eic) (u, 28) on fv) gv du 


1 to 
< 2xr | (Co ) j. 
—Q(u, 28)) dv | 


< 元 FF [Ff lav] ~ |Q (wu — vo, 28) 
~—Q(lu, 2e) ou 
上 式 最 后 一 步 用 到 了 $2 引 理 和 4 
容易 算得 ， 对 任意 的 有 
1 
J IQ, 2) lou<2 | hw du 
+ 
最 后 一 步 用 到 了 第 十 一 章 $3(15) 式 ， 所 以 , 对 任意 正 数 4， 
有 
。 273 ， 


CO rE 
x| IA, 28) — (uu, 28) | du 


于 Ce 世 lf (vw) loo 
+| lf) aol. 
此 外 ,由 (14) 式 得 : 当 一 4<v<4 时 ,一 致 有 
(29) | IgG-w 28) — Qu, 28) [eu 


-六 


COS(Y — 2ev) 一 cos2(9 一 280) 


2 
一 22 | gy »0 (se—>0). 
注意 到 了 (w) 是 连续 函数 且 不 取 零 值 、 这 里 
—2R< 人 mI. 
所 以 min [F(z,)|=0>0. 


因而 由 式 (28) 与 (29) 立 即 推出 ; 当 se->0, 即 六 一 ce 时 ， 必 一 
致 有 
je 一 0 (0<n<N). 


所 以 取信 No 足够 大 , 必 有 
1c.| < 二 OQ<n<N). 


2 
这 就 证 明了 (23) 式 . 了 
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第 十 四 章 ” 
WIENEKER 定理 与 第 七 个 证 明 


本 章 的 目的 是 证 明 N. Wiener 的 一 般 形 式 的 Tauber 
型 定理 ($ 工 定理 2), 并 由 此 给 出 素数 定理 的 第 七 个 证 明 . 


81 Wiener 定理 


首先 证 明 下 面 的 Tauber 型 定理 ; 
定理 1 设 gEL,g9 不 取 零 值 , 再 设 由 (z) 是 (一 co, 十 cc) 
上 的 有 界 慢 递减 函数 ， 那 么 , 若 


四 lm gwd$ dra| gm, 
则 
(2) limg (%) —o&. 


证 不 妨 假定 4=0, 车 不 然 , 可 用 gz) 一 6 代 史 (o), 由 
第 十 三 章 $4 定 理 1 知 


AAC) 蕊 
G0) 


其 中 及 (z) 是 由 第 十 三 章 § 4(10) 式 给 出 ， 设 
fl) — Aa 
9(z)“ 
由 第 十 三 章 8 3(6) 式 得 
及 = 了 .9 一 了 7 


re。 976 . 


由 此 及 第 十 三 章 $ 4(12) 式 《并 利用 第 十 三 章 $2 的 唯一 性 定 
理 2) 得 到 
b= frg 
几乎 处 处 成 立 , 其 中 把 由 第 十 三 章 8 4(11) 式 给 出 . 
因而 ,由 第 十 三 章 52 引 理 4 得 (注意 是 有 界 的 ). 
(3) 


MAC 
-ee 


-| fm gu 
又 因 史 有 界 , 设 | 由 | < 0, 则 
人 
Lo 全 Geo-oD4CDa 


<MI WI 19gGolaunet， 


生 由 条 件 (1) (a 一 0) 知 , 几乎 对 所 有 的 v, 有 
(5) 

limf(o)| g(o-u-) $=0, 
所 以 , 由 第 十 三 章 $2 引 班 工 得 
(6) lim | BoD$D 0 


由 此 及 第 九 章 $ 3 的 Tauber 理 定 理工 即 得 式 (2) (ec=0) .于 
有 了 定理 1 就 很 容易 推出 Wiener 的 一 般 形 式 的 
Tauber 型 定理 . 
定理 2 设 gEL, 9 不 取 零 值 , 再 设 
,276 。 


lg(o1<M (-<o<z<<+co)、 
那么 , 若 
(7) lim {gCo -wb da | go) om, 


则 对 任意 的 El, 有 
(8) 


COL RADE 
证 ”不妨 假定 40, 不 然 以 $(s) 一 q 代替 $(z) 即 可 . 
设 
po) = | fo du 
首先 证 明 h(n) 是 有 界 慢 递减 画 数 ， 因 为 
WO 2 OI 
这 就 证 明了 有 界 性 。 再 由 
[hot Aw) — hw) | < fe+ do flv—u) la 
-人 fdv+ 0) —f (0) adv->0, dc->0， 


最 后 一 步 用 到 了 第 十 三 章 $1 引 理 1 这 就 证 明了 慢 递减 性 . 
另 一 方面 , 由 第 十 三 章 $2 引 理 4 得 (注意 有 界 ) 


| 8 (wz—u hu d= {yg 《5 一双 ) du ~ fu op vd 
-[ $a go -Df dy 


-| fay) go-y-o) ga. 


重复 定理 工 中 (3) ~ (6) 式 的 论证 (注意 那里 的 条 件 (1) (a==0) 
由 这 里 的 条 件 (7) (6 一 9) 代替), 立刻 得 到 
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lim | (sw— Wh Au=0. 


由 于 hw) 是 有 界 慢 递减 函数 , 由 此 及 定理 1 即 得 
lim h(w) =0. 


这 就 证 明了 (8) 式 . 了 

附注 ”为 什么 定理 1 也 是 Tauber 型 定理 , 定理 2 称 为 
一 般 形 式 的 Tauber 型 定理 ,这 里 就 不 作 解 释 了 , 参看 Widder 
[第 五 章 , 潘 系 洞 和 于 秀 源 [第 九 、 十 章 . 


$2 第 七 个 证 明 


利用 Wiener 的 一 般 形 式 的 Tauber 型 定理 ， 从 《( 代 十 
计 ) 大 0 立即 推出 素数 定理 ， 而 不 需要 用 到 函数 其 他 更 进 一 
步 的 性 质 . 

我 们 将 先 证 明 Ingham 的 一 个 一 般 性 定理 ， 

定理 工 设 Fw) 是 定义 在 w=>1 上 的 非 负 递增 函数 , 且 
存在 两 个 常数 g.5, 使 得 


(1) 
习 7 全) 一 0 ln z+bvt+o(%), 2 一 十 co， 
则 
(2) fo ~ar, 0 一 十 oo。 
由 它 显然 可 立刻 推出 素数 定理 . 


素数 定理 的 第 七 个 证 明 “在 定理 工 中 取 fc) 一 由 (z), 由 
第 二 章 8$87(9) 式 知 条 件 (满足 , 因而 得 由 (四 一 z. 卫 
定理 工 的 证 明 由 式 (b 可 得 
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(3) 
(BL) asln ot (Bo) otols). 
而 另 一 方面 , 把 上 式 左 端 两 次 交换 求 和 号 与 积分 号 , 得 ， 


(4) 
eee) 
-有 J ) 虹 
0 pa fs [eye 
由 以 上 两 式 得 到 
(5) 


(D2 garlnet (一 GJ0C 十 DO(z)。 
现在 要 从 (B) 式 出 发 来 利用 $1 定理 2. 为 此 令 
(6) f (2) =0, 0<%<1, 
并 在 (5) 式 中 作 变 换 w=ef, wu 一 @', 得 到 当 E> 十 co 时 有 
《7) 
[EBD EoE -WD att 60) +o(l), 


其 中 
(8) $m) 一 ef(e)， 
(9) Ko() ~—e ™"[e"]. 


首先 我 们 来 证 明 $() 是 有 界 的 ， 由 (5) 式 知 
号 必 2 wo 也 
,Jbe). 

而 上 式 左 端 等 于 

* 279。 


FE]-as)e 
二 人 大 oz) In2. 


这 里 用 到 了 0< [2 风 一 2[]<<1 及 Je) 是 非 负 递增 的 。 由 以 
上 两 式 即 得 


(10) f 2) 女人 
因而 
C1) $7) <1. 


但 天 6(m) 不 满足 §1 定理 2 关于 g() 的 条 件 。 为 此 , 设 
0、B 是 两 个 实数 ,a/BB 为 无 理 数 . 这 样 ,由 式 (7) 得 到 


G2 {BD EE -DalatB)+ol(D), 
其 中 
(13) Ki1(n) =2Ko(m) ~ Ko(n—o) — Koln —B). 


由 于 : 
(14) Ko) = 人 (e+ ([e"] —e)) =1+0(e"), n>0, 


0, n=0.. 
所 以 , 总 有 
(15) Ki(7) =0(e ”) 《一 co<0<< 十 co)。， 
因而 
(16) K,(”) EL 


由 第 八 章 $2 (4 式 知 , 当 o>1 时 ,有 
(8) -| J Cu 一 8 人 6 "dn. 
因而 当 c>0 时 ,有 
G7) [Eoma est. 
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由 此 及 式 (13) 得 : 当 cc>>0 时 , 有 
(18) (一 Ki(We "dn= (2—6e "—e se) Tt 


由 式 (15) 知 ,上 式 右 端 积分 当 ac 之 0” 时 绝对 一 致 收敛 ， 而 有 
端 由 二 和 (s 二 了) 在 s 一 0 这 一 极点 被 (2 一 6 一 6 的 在 ss 一 0 
的 零点 抵消 ,所 以 右 端 在 半 平 面 g 关 0 每 一 点 解析 .因而 令 
3 一 一 好 当 一 co 过 过 十 co 时 有 

(19) | KDema 


一 po-iat_ 一 1 COI—) 
(2—e 2 i rt 


由 于 上 (s) 在 s=1 的 留 数 为 1 以 及 a/B 为 无 理 数 , 故 有 
(20) | Eman 

~ lim (2—6-— et) -一 的 ) 全 二 的 一 x+BrF0 
及 (2—e- te tat) #0. 
由 以 上 三 式 及 第 八 章 § 3 定理 1 5 十 2 关 0, 即 得 
(21) {Kieman#0, -oo0<t<+o0., 


由 式 (16) 及 (21) 知 Ki(m) 满 足 $1 定理 2 关于 g(m) 的 条 件 , 
且 由 式 (12) 及 (20) 得 


(22) lim GDEE -aa Km)an. 
现 设 3 为 一 正 数 , 取 


”实际 上 是 o> 一 1, 但 我 们 不 需要 ， 
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Kp) = 传 | 可 3， 
0， | 可 >56. 
由 $1 定理 2 得 
im [$COD ECE ~ 
- lim 直人， $Aan 


1 (tte 
- lm 高 |,， oe"f (oe), 


最 后 一 步 用 到 了 (8) 式 .由 f(%) 的 递增 性 知 
@- ‘t+6) f (es) < 蕊 | ， e-"f(e dn<e tf (e+), 


对 固定 的 S>0, 出 以 上 两 式 得 
Tim 2 一 lim Tm £0 ) <Ke2ia， 


此 


lim (CO -lim et oa 


“S50 te 


由 于 6 的 任意 性 , 从 以 上 两 式 就 证 明了 (2) 式 . 3 

最 后 ,我 们 把 定理 1 和 第 三 章 $2 定理 4 来 作 一 比较 . 若 
在 定理 1 中 取 f(%) 为 某 一 非 负 算术 函数 wm) 的 和 函数 ， 则 
易 知 条 件 (1) 变 为 


习 a(n) [|-avlng+ bto(s), 0 一 > oo， 
从 它 就 可 推出 (2) 式 ， 而 从 第 三 章 $82 条 件 (Ci1) 仅 能 得 到 不 
等 式 
f(%) =0(%). 
283 ， 


第 十 四 童 习题 
1. 证 明 在 83 定 理工 的 条 件 下 有 |. 荆 字 7 dz 一 bay， 特 别 地 ,有 
1 dw 一 一 1 一 y，[ 提 示 ， 由 $2(5) 式 可 得 
fF) ay [rly pp 
地 | 5 [过 jzmw=z ay 十 of) zZ 一 十 co]. 
2. 设 五 为 一 正 数 ， ao> -全 (GD 2 …)， 再 设 翌 ran| 生 |> 


4z 《〈z 一 十 c)， 证 明 习 4n 一 4. [提示 : 设 bn 一 nan 十 ,BCw) = 
总 5b。， 利 用 第 四 章 §$1 引 理 2 证 明 忆 B (全 )=Kzlnz+ 《4+ 
(2y 一 了) 及)z+ol%)， 由 此 再 利用 $2 定理 1 及 上 题 .] 
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第 十 五 章 ” 
系数 定理 的 一 个 推广 
1982 年 ，P. Erdss 和 了 耳 . vanLini([1]) 证 明了 一 个 
很 有 趣 的 结果 ; 


定理 工 设 整数 mw>>1, 成 (表示 半 的 最 大 素 因 子 ，D(m) 
表示 的 最 小 素 因 子 ， 再 设 


_ «1 PD(n) 
(1) SO 一 六 -区 ， 
我 们 有 
(2) S (2) = (1+o(l) )r (wr), 
及 
(3) At) -Tist 志和 to( Fe 
显然 , 当 m 仅 取 素 数 时 


所 以 S(w) 是 mc) 的 一 种 推广 . 而 (2 式 表 明 S(z) 和 w(x) 
是 相抵 的 ，《3) 式 进一步 求 出 了 AS(o) 的 渐 近 公式 ， 注意 到 对 
任意 正 数 4 有 
(4) 

50) =Liz+O(( (nz) -4) 


wv 
加 Inz na tO Gr 
( 见 第 九 章 8 4(6) 式 ,第 三 章 §1 定理 2 及 第 三 章 §1(24) 式 )， 


* 04 。 


可 看 出 S(w) 的 进一步 的 渐 近 公式 和 sw (wz) 是 不 同 的 ”. 

本 章 的 目的 是 证 明 渐 近 公 式 (3), 并 指出 可 能 证 明 一 些 进 
一 步 的 结果 .以 下 总 假定 n>>1 及 zw 表示 充分 大 的 正 数 ， 先 
证 明 一 个 引 理 . 


引 理 1 设 

(5) Vo WD- HL 
Pn)ay 

则 对 任 给 的 正 数 4, 一 定 存在 正 数 B, 使 当 
(6) yoxp( ns) 
时 , 有 
(7) vbr, y) wln ww. 

证 不 妨 设 4>6e， 取 
(8) =(23Alnl1n¢w)/insg. 
当 w 充分 大 时 ,0<<s< 天 工 . 我 们 有 
的 ye WD< DB (@) < I -pe) 

Pavey 

两 端 取 对 数 , 得 


(10) lnvlz, y)<1nsg _ slnz 一 之 | ln(1—p te), 
当 2 充分 大 时 ,有 


(11) -np 


<<3 Slp-1te< 36234 > 上 
bey p<y PD 


(3) 式 中 的 误差 项 亦 可 改 为 O(zln-3z)。， 
6 2985，。 


最 后 一 步 用 到 了 (6) 式 和 (8) 式 ， 由 式 (8)，(10),，(11) 及 第 三 
章 §2 定理 2 知 , 当 2 充 分 大 (y 亦 充分 大 ) 时 ,有 
(12) lnyvG, <linz—24Alnlnz+t+6e34]ln 1ny, 
现在 取 B=1/24, 注意 到 ys<z, 4>>6e, 由 上 式 即 得 
(13) Inyw, <1lnw— Aln ln%, 
这 就 证 明了 (7) 式 .了 
式 (3) 的 证 明 现 取 4>6e, B-1/24, y 由 (6) 式 给 出 . 


出 引 理 工 知 

_ 5 ptm) : 
(14) De) 一 y < PE) Pe +0 (Ts). 
进而 易 得 

Pn) 

(15) So) -Po +0 (ns ;) 
其 中 隐 ' 表 对 满足 以 下 条 件 的 %% 求 和 . 
(16) 1<n<%, y<Pn) <p) nw). 


以 下 %% 总 表示 满足 这 个 条 件 的 整数 . 

设 wn) 表示 的 不 同 的 素 因 子 的 个 数 。 4 表示 对 满足 
以 下 条 件 的 w% 求 和 . 满足 条 件 (16), 及 
(17) Wn) OO, Wn) =h. 
此 外 , 以 2” 表 对 满足 条 件 (16) 及 Am 一 0( 即 mw 有 大 于 ] 1 的 
平方 因子 ) 的 % 求 和 .这样 ,我 们 有 
(18) 

ro 


+ po 5 Pm) .0 -0 (78 ) 


Pln) Pln) lnsg 
下 面 分 别 计算 上 式 中 的 各 项 . 
也 条 件 (16) 可 知 ， 之 ”中 的 % 必 有 平方 因子 mww， 并 且 
+ 2806 


m>y(lnw) 忆 ,所 以 


(19) 
// PP) wlnw % 
之 P(n) ~ 1722 好 < ln*3w 
由 (和 9 式 得 
(20) 
; PN) _ 化 wv 
之 : Pn) - ,1 t+0(Ts) 
现在 计算 2， 以 p, 9 均 表 素 变 数 , 有 
(21) 
; 力 (m) __ 二 >3 1 
Pn) EA ygeet (nos Trane)” <g<minCp,$) 


-iH DH TH vy. 


~ 如 
yp<el Pylesgp ip eatdng ed ?Ine <a 


利用 素数 定理 wx (2) 一 wz/ln ww 及 第 三 章 $1 引 理 2 易 得 : 


(22) 刀 q 一 诗 (+0(D)-. 
由 以 上 两 式 得 到 
(23) 有 -全 人- 于 dr+oD) 加 证 
人 2 1 
tHUtom)mns 富 ，; 责 
=(L+0(D) )-25-_， 
最 后 一 步 用 到 了 
34) 六 芒 -D)Ty 
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及 
1 
(25) 六 训 - 吝 (+0(D) ni 


这 两 个 公式 同样 可 由 素数 定理 (一 in 及 第 三 章 81 
引 理 2 推出 ， 

下 面 估计 之 s; 设 p, 9g, 7 均 表 素 变 数 ,nn 一 pq7r, 9 达 7<<p. 
这 样 就 有 


(26) 
1 
于 (n) y<p<etn Tp 了 PiIn oO <a<min(p (二 ) +) 2 
< 和 《 2p) 
之 上 DPD miney TT<g<p 
yD 
十 >! wp) 
二 <- 区 < wln my)’ 2 p(ne) <q< (入 
” 1 
«< 习 -和 十 -过 YI 了 
J 一 了 < 二 Inp Ine eicpeetdinep 2 Iny 
wv 化 1 zlnlncz 
< Insm ln?% 之 PA ims 一 


ce < 六 出 去 (la :于 
最 后 一 步 用 到 了 第 三 章 $ 2 中 定理 2. 
最 后 , 我们 来 估计 余下 的 各 项 ， 设 


777 PR) wy p(n) } Pp) 
(27) 2 pm Tp + p+ 


之 ”中 的 变数 mn 一 p9t, 卫 (m) 一 2 p(n) 一 g, # 至 少 有 两 个 素 
因子 ,这 样 就 有 
(28) Sy PR pn) YL oo 工 
Pm) n n 
由 于 这 里 的 mn 一 pgt, pt 的 素 因子 > 均 大 于 9 小 于 g(Inw)s 
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日 pt | 因而 


77 1 1 
(29) 之 和 之 可 他 二 | 怠 了 开 ( 习 ， 元 ) 
由 于 gydns) 习 , 从 第 三 章 $ 2 定理 2 可 得 
(30) YI 工 < nln2z)” 


g<r<gilnw 7 ]mn 
因而 由 以 上 两 式 及 第 三 章 $2 i 
(31) BS < (ln ln 2»)° pe & (ln ln wx)’ 


2 


(Inw)* dg (Inz)s “ 
由 此 即 得 
hm De) wnln ww) 
32) > Pm < 


综合 式 (18)，(19)，(20)，(28), 26)，(27) 及 (82), 就 
证 明了 (3) 式 . 】 
栅 霄 华 ([1]) 证 明了 


30 15% 化 
(33) Dw) = I + ln?w + ln3w to( Ts;), 


用 他 的 方法 原则 上 可 以 继续 定 出 这 渐 近 公式 中 的 更 低 次 项 ， 

当然 计算 是 很 复杂 的 .一 个 没有 解决 的 问题 是 ， 是 否 存 在 一 

个 函数 fz) (如同 w (ww) 的 渐 近 公式 (4) 中 的 Liz 一 样 ), 使 

对 任意 的 4>0, 有 

(84) S(%)=f(%)+O((r1ln 4%). 

这 是 一 个 有 意义 的 结果 .如 果 这 样 的 了 (z) 存 在 ， 那 末 (34 式 

中 的 误差 项 能 否 象 素数 定理 中 的 一 样 , 改进 为 

OKzexp( 一 clnzz))， 

6 为 某 一 常数 ; 0< 入 <1. 看 来 ,这 些 问题 的 回答 应 该 是 肯定 的 . 

有 趣 的 是 蔡 天 新 ([ 切 ) 讨 论 了 和 式 
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oS Pn) 
(35) Q@w- 忆 元 宁 . 


他 证 明了 : 对 任意 的 自然 数 六 , 有 

了 m2 2 
(86) QQ(%) = p22 Cn 二 QO (mm mr DT )， v2>2, 
其 中 m 由 确定 的 公式 给 出 ， 并 由 此 推出 了 许多 有 趣 的 绪 有 果 . 
关于 这 方面 的 工作 很 多 , 由 于 篇 由 有限， 我 们 将 就 此 结束 本 
书 , 不 再 作 进 一 步 的 讨论 了 ， 
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